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RESUMO 
 

Este trabalho apresenta um modelo de otimização multiobjetivo, baseado em programação linear, para o estudo in-

tegrado da operação de sistemas de reservatórios e perímetros irrigados, além de outros usos da água, estabelecendo a alocação 

ótima dos recursos naturais existentes (água e terras aptas ao plantio) para o planejamento e estabelecimento de políticas 

operacionais ótimas em bacias hidrográficas. Os múltiplos usos da água incluem o atendimento de demandas via reservató-

rios ou a fio d’água, como de irrigação ou de demandas urbanas, controle de cheias, regularização de vazões, prevenção 

contra as secas e volumes metas dos reservatórios. Aspectos econômicos e sociais, como a maximização da receita líquida e da 

geração de empregos oriunda da agricultura irrigada, são contemplados pelo modelo. As não-linearidades das funções objeti-

vo e dos processos representados por cada restrição foram implementadas através do uso combinado de técnicas matemáticas 

de linearizações. 

 
Palavras — chave: Recursos hídricos, otimização, programação linear, linearização. 

 

INTRODUÇÃO 
 
 

O planejamento e gerenciamento dos recur-
sos hídricos têm importância fundamental no esta-
belecimento de diretrizes e ações para o aproveita-
mento, controle e conservação desses recursos, 
principalmente em regiões onde há escassez hídrica.  

Por ser um problema de grande complexi-
dade, a alocação de água entre os usos múltiplos 
pode ser solucionada através de técnicas de análise 
de sistemas numa abordagem sistêmica e do uso de 
técnicas computacionais agregadas à modelagem 
matemática.  

A formulação matemática busca descrever a 
dinâmica do sistema pela utilização de vários tipos 
de equações matemáticas, geralmente recorrendo a 
equação do balanço hídrico, na forma de restrições 
de igualdade, que traduz o princípio de conservação 
da massa. Associados a essa dinâmica são incorpora-
das as expressões limitantes do sistema, normalmen-
te na forma de restrições de desigualdade (físicas, 
operacionais, condicionais, etc.), e as funções obje-
tivo, que estabelecem a forma de valoração dos re-
sultados do processo decisório. 

Quando existe o interesse em desenvolver 
um planejamento para valorar e procurar otimizar 
certos aspectos do processo decisório, devem-se 

aplicar técnicas de otimização. Uma técnica que 
merece destaque é a Programação Linear (PL), por 
determinar o ótimo global, se ele existir, além de ser 
uma técnica bem estabelecida para a qual há diver-
sos softwares disponíveis. Ela foi estabelecida por G. 
B. Dantzig em 1947, para resolver problemas de 
logística da Força Área Americana.  

A principal desvantagem da PL é a hipótese 
da linearidade das relações entre as variáveis. Po-
rém, sob certas hipóteses, problemas não-lineares 
podem ser linearizados utilizando-se de aproxima-
ções matemáticas ou de procedimentos iterativos. 
Entretanto, a maioria das metodologias existentes 
(Barbosa, 2002; Lanna, 1998) apenas linearizam a 
função objetivo do modelo. Normalmente as não-
linearidades intrínsecas aos processos de cada com-
ponente, representadas nas equações de restrição do 
modelo, como as curvas cota-área-volume, por e-
xemplo, não são consideradas no modelo (Hsu et 
al., 2008; Mousavi et al., 2004) ou são linearizadas 
com o uso de regressão linear simples (Sudha et al., 
2008; Diaz et al., 2000). Além do mais, muitos traba-
lhos utilizam apenas uma função objetivo (Sudha et 
al., 2008; Ahmed e Sarma, 2005; Curi et al., 2004) 
para analisar o sistema, não contemplando, simulta-
neamente, diferentes formas de avaliação do uso dos 
recursos hídricos durante um processo decisório. 
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Contudo, este trabalho apresenta um mode-
lo de otimização, baseado em programação linear, 
para prover o estudo da alocação ótima dos recursos 
naturais existentes (água e terras aptas ao plantio) 

entre os múltiplos usos de um sistema de recursos 
hídricos, quando operado de forma integrada, via 
uma análise multiobjetivo.  

Pretende-se estabelecer uma metodologia 
capaz de ser aplicado a sistemas de recursos hídri-
cos, com a possibilidade de uma representação mais 
detalhada do sistema, tendo em vista a escolha de 
políticas operacionais que possam melhorar de for-
ma sustentável, o uso da água e das áreas irrigadas 
em regiões com escassez hídrica, minimizando pro-
blemas peculiares de déficit hídrico e os conflitos de 
uso da água. 
 
 

MODELO DE OTIMIZAÇÃO 
 
 

O modelo proposto destina-se a otimizar os 
múltiplos usos de um sistema de recursos hídricos, 
com a implantação ou melhoramento da operação 
de um ou mais perímetros irrigados.  

A representação do sistema (Figura 1) é 
constituída por elementos artificiais, como nós e 
links, e naturais, descritos a seguir: 
 

 Nó: elemento artificial onde se interligam 

dois ou mais elementos do sistema. 

 Link: elemento artificial utilizado para re-

presentar uma ligação entre os elementos 
do sistema. Pode ser um trecho do rio, ca-
nal, adutora ou uma tomada d’água (estru-
tura hidráulica para derivar água para aten-
der alguma demanda hídrica, cuja vazão é 
independente da altura da coluna d'água na 
fonte). 

 Afluência: representa a vazão de entrada ao 

sistema oriunda de alguma fonte de água. 
Pode estar conectado a um nó ou a um re-
servatório. 

 Reservatório: elemento destinado a armaze-

nar água. Ele pode estar conectado a uma 
afluência, a um descarregador de fundo, a 
um vertedouro ou a tomadas d’água. 

 Vertedouro: canal artificial,conectado ao re-

servatório e a um nó do sistema, com a fina-
lidade de conduzir, de forma segura, o ex-
cesso de água armazenado no reservatório. 

 Descarregador de fundo: elemento utilizado 

para descarga de água de um reservatório, 

cuja vazão máxima é controlada pela dife-
rença entre o nível de água no reservatório 
e no leito do rio localizado em sua saída. Es-
tá conectado ao reservatório e a um nó do 
sistema. 

 Demanda: quantidade de água requerida por 

determinado usuário do sistema. Pode se 
conectar a um nó ou a um reservatório. 

 Perímetro irrigado: área destinada ao cultivo 

de culturas agrícolas com infra-estrutura e 
procedimentos capazes de permitir a aplica-
ção da água nas culturas agrícolas. Pode se 
conectar a um nó ou a um reservatório. 

 

 
 

Figura 1 — Componentes para representação do sistema 

 
 

As variáveis do modelo e as equações que 
regem o seu comportamento estão relacionadas com 
as informações obtidas dos elementos naturais (co-
mo aspectos hidroclimáticos, hidroagrícolas, etc.) e 
da infraestrutura (das demandas hídricas, das carac-
terísticas físicas dos componentes hidráulicos das 
estruturas de armazenamento e transporte de água) 
identificadas no sistema hídrico em estudo. A dinâ-
mica de operação do reservatório e dos nós é fun-
damentada na equação do balanço hídrico. A de-
manda hídrica de cada perímetro irrigado é deter-
minada com base na necessidade suplementar líqui-
da de irrigação, estabelecidas através do balanço 
hídrico no solo para as culturas selecionadas, estan-
do a área a ser plantada limitada pela disponibilida-
de de água e solo, além da sua prioridade de aten-
dimento. Também é levado em consideração os 
diferentes tipos de sistemas de irrigação, suas neces-
sidades de altura manométrica, as áreas a serem 
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irrigadas para cada tipo de cultura agrícola, preço 
da água e de produção, os aspectos econômicos e a 
combinação ou variação nas fontes de bombeamen-
to e a quantidade de água captada. 

O modelo desenvolvido utiliza o Toolbox 
Optimization do software MATLAB 6.5 com o Mé-
todo do Ponto Interior para a busca da solução óti-
ma. A função objetivo é uma combinação linear das 
funções objetivo do problema, ou seja, utilizando o 
Método das Ponderações (Braga e Gobetti, 2002). 
Cada função objetivo é normalizada e as pondera-
ções são pesos atribuídos às funções para definir 
suas prioridades de atendimento. Tais funções estão 
sujeitas a inúmeras restrições, representadas por 
equações de natureza linear e não linear, que tradu-
zem, a nível mensal, as limitações físicas dos reserva-
tórios, perímetros irrigados e equipamentos hidráu-
licos, e limitações hidrológicas, legais, econômicas e 
sociais, inerentes aos sistemas de usos múltiplos. As 
não-linearidades das funções objetivo e dos proces-
sos representados em cada restrição foram imple-
mentadas através do uso combinado de técnicas 
matemáticas de linearizações, denominadas Artifício 
de Linearização por Segmentos (Lanna, 1998) e 
Programação Linear Seqüencial ou Sucessiva (Bar-
bosa, 2002). 

As equações matemáticas representativas das 
funções objetivo e restrições serão abordadas na 
seqüência.  
 
Função objetivo 

 
O modelo proposto apresenta 5 (cinco) 

funções objetivo, que serão tratadas a seguir.  
A Equação 1 representa a função objetivo 

destinada à minimização do déficit do atendimento 
das demandas nas tomadas d’água dos reservatórios 
e dos nós do sistema. 
 

 






 


t

2

dt

dtdt
d

Dt

QtDt
DTD     (1) 

 
sendo d a d-ézima tomada d’água do sistema; Dtdt a 
demanda requerida na tomada d’água d no mês t; e 
Qtdt o volume mensal destinado ao atendimento da 

demanda na tomada d’água d no mês t (Qtdt  Dtdt). 

Para que a Equação 1 possa ser utilizada em 
PL, optou-se por linearizá-la através do Artifício de 
Linearização por Segmentos, dividindo a vazão des-
tinada ao atendimento da demanda na tomada 
d’água, no mês t, em 4 segmentos iguais, como mos-
tra a Figura 2. 

Assim a função objetivo quadrática e o vo-
lume mensal destinado ao atendimento das tomadas 
d’água do sistema serão representados por: 
 











  4

1q
dqtdq

2

dt

dtdt qtt1
Dt

QtDt
   (2) 

 





4

1q
dqtdt qtQt       (3) 

 
sendo qtdqt os segmentos de volumes mensais desti-
nados ao atendimento da demanda na tomada 

d’água d no mês t, q = 1, …, 4; tdq a declividade do 

segmento de reta q da função objetivo destinada ao 
atendimento da demanda na tomada d’água d; qtdqt 
o incremento do volume mensal destinado ao aten-
dimento da demanda na tomada d’água d do trecho 
segmentado q, no mês t, limitado por: 
 

0  qtdqt  0,25  Dtdt     (4) 

 

Qt

D
T

D

Função Quadrática

Função Linearizada por Segmentos

 0                        0,25Dt                     0,5Dt                     0,75Dt                         Dt

1,00

0,56

0,25

0,06

qt1                            qt2                            qt3                          qt4                    

t1   

t2   

t3   

t4   

 
 

Figura 2 — Gráfico da função objetivo quadrática 

linearizada por segmentos da demanda 

de uma tomada d’água d para um mês t. 

 
 

O volume mensal defluente dos reservató-
rios permite a perenização ou regularização da va-
zão a jusante, assim como o atendimento das de-
mandas ecológicas ou outros usos da água. A Equa-
ção 5 representa a função objetivo que se destina a 
minimizar o déficit entre o volume defluente libera-
do pelo reservatório r no mês t (Qert) e a demanda 
mínima a ser mantida a jusante do reservatório r no 
mês t (Dert): 
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



t rt

rtrt
r

De

QeDe
VE      (5) 

 
O volume meta se destina a manter o volu-

me de água do reservatório em certo nível para a-
tender certas demandas, como controle de cheias, 
recreação, piscicultura, ou geração de energia elé-
trica. O modelo tem como objetivo minimizar o 
déficit entre o volume de água do reservatório r no 
final do mês t (VRrt) e o volume meta estabelecido 
neste mês (VRmetart), representada na Equação 6: 
 

 






 


t

2

rt

rtrt
r

VRmeta

VRVRmeta
VM     (6) 

 
Logo a Equação 6 será linearizada através 

do Artifício de Linearização por Segmentos. Um 
possível exemplo de linearização da equação 6 é 
mostrado na Figura 3.  
 

VR

V
M Função Quadrática

Função Linearizada por Segmentos

VRm     VR1*                 VR2*                       VRmeta                          VRcap

vr1               vr2                           vr3                                 vr4                

VR1     

VR2     

VR3      

VR4   

 
 

Figura 3 — Exemplo de um gráfico da função objetivo 

quadrática linearizada por segmentos do volume 

meta de um reservatório r para um mês t. 

 
 

O volume morto, VRm, e a capacidade do 
reservatório, VRcap, assim como os volumes inter-
mediários, VR1* e VR2*, são volumes de controle 
(ou pontos de quebra) que devem ser definidos 
previamente. Cada trecho segmentado m do volume 
de água do reservatório r esta limitado pelos volu-
mes de controle.  

Assim a função objetivo quadrática para o 
volume meta e o volume de água do reservatório r, 
em um dado mês t, será representada por: 











  nm

1m
rmtrmtrt

2

rt

rtrt vrVRa
VRmeta

VRVRmeta
  (7) 

 





nm

1m
rmtrrt vrVRmVR     (8) 

 

sendo 

2

rt

rrt
rt

VRmeta

VRmVRmeta
a 







 
 ; m o segmento 

de cada trecho do volume de água do reservatório r 
no mês t, m = 1, …, nm, (nm = número de segmen-

tos do volume de água do reservatório); VRmt a 

declividade do segmento de reta m da função obje-
tivo do volume meta do reservatório r no mês t; vrmt 
o incremento do volume de água do reservatório r 
para o trecho segmentado m, no mês t. 

Os volumes VR1*, VR2, podem ser volumes 
físicos pré-estabelecidos, como volume corresponde 
a cota de entrada do descarregador de fundo ou da 
cota de entrada da tomada d’água, bem como pon-
tos da curva cota-área-volume. 

Outra função objetivo do modelo é a maxi-
mização da receita líquida (RL) oriunda da agricul-
tura irrigada, entendida como o resultado da dife-
rença entre a renda bruta total auferida com a ven-
da da safra agrícola e os respectivos custos de pro-
dução envolvidos, gerada pela escolha apropriada 
das áreas a serem irrigadas para cada tipo de cultura 
agrícola prevista nos perímetros irrigados.  

Portanto, a receita líquida de um perímetro 
irrigado k, em (R$/ano) é dada pela expressão: 
 

 
 


na

1n

nc

1j
kjnkjnkjnkjnk CbCaCpRbRL   (9) 

 
sendo n o ano, n = l, 2, ..., na, (na = número de a-
nos); j o tipo de cultura agrícola, j = l, 2, ..., nc, (nc = 
número de culturas); Rbkjn a renda bruta anual da 
cultura agrícola j no ano n no perímetro irrigado k; 
Cpkjn o custo de produção anual da cultura agrícola j 
no ano n no perímetro irrigado k; Cakjn o custo da 
água anual usada na cultura agrícola j no ano n no 
perímetro irrigado k; Cbkjn o custo anual de bombe-
amento de água para a cultura agrícola j no ano n 
no perímetro irrigado k;  

A renda bruta anual no perímetro irrigado k 
(Rbkjn), em R$/ano/cultura, pode ser estimada por: 
 

Rbkjn = Prod kjn  Prcjn  Ackjn              (10) 

 
sendo Prodkjn a produtividade da cultura agrícola j 
por unidade de área no perímetro irrigado k no ano 
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n; Prcjn é o preço atual de comercialização da cultu-
ra agrícola j no ano n e Ackjn é a área plantada com a 
cultura agrícola j no perímetro irrigado k no ano n. 

O custo de produção anual no perímetro ir-
rigado k (Cpkjn), em R$/ano/cultura, relativos aos 
gastos com insumos, mão de obra e máquinas, entre 
outros, pode ser dado por: 
 

Cpkjn = Cprodkjn  Ackjn               (11) 

 
sendo Cprodkjn o custo atual de produção por uni-
dade de área da cultura agrícola j referentes aos 
gastos relativos ao ano n no perímetro irrigado k. 

O custo da água anual, Cakjn (em 
R$/ano/cultura), captada para o perímetro irrigado 
k pode ser obtido pela expressão: 
 

 

 







121n12

11n12t
kjnkjtkkjn AcQirraPrCa              (12) 

 
sendo Prak é o preço da água por unidade de volu-
me destinado ao perímetro irrigado k e Qirrjkt é a 
lâmina mensal de água para a irrigação da cultura 
agrícola j no perímetro irrigado k durante o mês t, 
transformada em vazão por unidade de área forne-
cida pelo sistema, obtida por: 
 

  jkjkjt

kjt
kjt EapEsisLR1

Nl
Qirr


               (13) 

 
sendo Nlkjt a necessidade hídrica suplementar da 
cultura agrícola j no perímetro irrigado k durante o 
mês t; LRkft é a necessidade de lixiviação dos sais 
para a cultura agrícola j no mês t no perímetro irri-
gado k; Esiskj é a eficiência do sistema de distribui-
ção de água para cada cultura agrícola j no períme-
tro irrigado k e Eapj é a eficiência da aplicação da 
irrigação por cultura agrícola. 

A necessidade hídrica suplementar (Nlkjt) 
ou a lâmina de rega suplementar que a planta ne-
cessita, para cada intervalo de tempo do seu ciclo 
vegetativo, pode ser estimada por: 
 
Nlkjt = ETPkjt - Pekt - Gkjt - Wkt              (14) 
 
sendo Pekt a taxa de precipitação que infiltra no 
solo, que fica efetivamente a disposição das plantas 
no mês t no perímetro irrigado k; Gkjt é a dotação de 
água à zona radicular da cultura j durante o mês t 
por capilaridade que depende do tipo de solo e do 
nível do lençol freático no perímetro irrigado k e 
Wkt é a reserva de água no solo no inicio do mês t 

que depende da capacidade de armazenamento de 
água no solo na unidade de produção ou perímetro 
irrigado k. ETPkjt é a taxa de evapotranspiração po-
tencial da cultura agrícola j no perímetro irrigado k 
durante o mês t, que pode ser estimada, de forma 
aproximada, por: 
 

ETPkjt = kcjt  ET0kt               (15) 

 
sendo kcjt é o coeficiente de cultivo mensal da cultu-
ra agrícola j que reflete a sua necessidade hídrica no 
mês t e ET0kt é a taxa de evaporação de referência 
no mês t no perímetro irrigado k. 

O custo anual de bombeamento de água, 
Cbjn (em R$/ano/cultura) para as áreas irrigadas é 
obtido através da expressão: 
 

 

 
















121n12

11n12t k

kjt
kjn

b
Cb                (16) 

 

sendo bkjt = 0,02726  Prbk  Hkjt  Qirrkjt  Ackjn; Prbk 

o preço da energia elétrica (em R$/Kwh) para o 

perímetro irrigado k; Hkjt é a altura manométrica 

média (em metros de coluna de água), requerido 
pelo sistema de irrigação da cultura agrícola j e adu-

zido para o perímetro irrigado k no mês t e k é a 

eficiência do sistema de bombeamento do períme-
tro irrigado k. 

A maximização da mão-de-obra oriunda da 
atividade agrícola nos perímetros irrigados é outra 
função objetivo sujeita às mesmas restrições agro-
nômicas. A mão-de-obra total empregada MO (em 
diárias/ano) requerida nas unidades de produção 
ou perímetros é dada pela expressão: 
 


 


na

1n

nc

1j
kjnkjk AcHdcMO               (17) 

 
sendo Hdckj a mão-de-obra, por unidade de área, 
requerida pela cultura agrícola j no perímetro irri-
gado k; 

O modelo utiliza o Método das Ponderações 
para efetuar a análise multiobjetivo, sendo cada 
função objetivo, descrita anteriormente, normaliza-
da. Logo, a função objetivo do modelo é dada pela 
Equação 18. 
 













k
kk5

k
k4

r
rr3

r
rr2

d
dd1

MO

RLVM

VEDTDfomin

k

             

(18) 
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sendo d, r e k, respectivamente, os índices para re-
presentar as demandas, os reservatórios e os períme-

tros irrigados e * o coeficiente de ponderação que 

mede a relativa importância ou prioridade de aten-

dimento entre as funções objetivo. Quando * = 0 a 

função objetivo não será considerada no processo 
de otimização. 
 
Equações de restrição 

 
Os reservatórios podem ser conectados a 

outros elementos do sistema como a nós, descargas 
de fundo, vertedouros e tomadas de água (Figura 
4), tendo o balanço hídrico, baseado no princípio 
de conservação da massa, expressa pela Equação 19. 

 

 
 

Figura 4 — Diagrama representando os componentes do 

reservatório avaliados pelo modelo. 
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sendo s o índice que representa o s-ézimo nó do 
sistema; VRrt o volume do reservatório r no final do 
mês t; VRr(t — 1) o volume do reservatório r no inicio 
do mês t; Qart a volume afluente ao reservatório r 
durante o mês t; d(r) o índice que representa a d-
ézima tomada d’água do reservatório r; Qtd(r)t o d-
ézimo volume alocado para a tomada d’água do 
reservatório r no mês t; Qtfd(r)t o d-ézimo volume 
alocado para a tomada d’água de fundo do reserva-
tório r no mês t; Qfrt o volume liberado através da 
descarga de fundo do reservatório r durante o mês t; 
Qvrt o volume vertido do reservatório r durante o 
mês t; Prt o volume precipitado no reservatório r 
durante o mês t; Evrt o volume evaporado no reser-
vatório r durante o mês t e Qnct o volume afluente 
ao reservatório r oriundo de contribuições da c-

ézima calha (trecho) do rio a montante do reserva-
tório r no mês t.  

O volume precipitado e evaporado no reser-
vatório r em cada mês t é dado pelas equações: 
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sendo prt a taxa de precipitação para o reservatório r 
no mês t; ert a taxa de evaporação para o reservatório 
r no mês t; ARrt a área do espelho d’água do reserva-
tório r no final do mês t; ARr(t — 1) a área do espelho 
d’água do reservatório r no inicio do mês t. 

A área do espelho de água do reservatório é 
relacionada com o volume do reservatório através de 
segmentos de reta na curva área-volume de modo a 
obter um bom ajuste linear da mesma, como exem-
plificado na Figura 5.  
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Figura 5 — Exemplo de um gráfico da curva área-volume 

linearizada de um reservatório r. 

 
 

Assim a área do espelho d’água do reserva-
tório r no mês t (ARrt) será dada pela expressão: 
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sendo, ARmr a área do espelho de água do reserva-
tório r correspondente ao volume morto do mesmo; 

mr coeficiente angular do segmento de reta m da 
curva área-volume do reservatório r. 

Os volumes de controle (ou pontos de que-
bra) utilizados devem ser os mesmos considerados 
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na linearização da Equação 6. Desse modo as Equa-
ções 7 e 22 terão os mesmos trechos segmentados m 
do volume de água do reservatório r (vrmrt).  

O volume a ser captado através das tomadas 
d’água está limitado pela sua capacidade máxima 
(Qtmaxd) e a cota de entrada do tubo da tomada 
d’água d no reservatório r (Htd(r)), escrito matemati-
camente pela expressão: 
 

0  Qtdt  Qtmaxd               (23) 

 

Qtd(r)t  0,  se  HRrt  Htrd(r)              (24) 

 
sendo HRrt a cota do nível d’água do reservatório r 
no mês t. 

Os volumes extravasados através dos verte-
douros são limitados de acordo com as equações 
abaixo: 
 

0  Qvrt  Qvmaxr               (25) 

 

Qvrt  0,  se  HRrt  Hvertr              (26) 
 
sendo Qvmaxr o volume mensal máximo vertido que 
é projetado para o reservatório r; Hvertr representa 
a cota da soleira do vertedor do reservatório r. 

O volume liberado através da descarga de 
fundo (Qfrt) do reservatório r em cada mês t está 
limitado pela cota de entrada da tubulação de des-
carga de fundo (Hfer) e pelo volume máximo que 
pode ser aduzida pela descarga de fundo em cada 
mês t (Qfmaxrt), matematicamente temos: 
 

0  Qfrt  Qfmaxrt               (27) 

 

Qfrt  0,  se  HRrt  Hfer               (28) 

 
O volume máximo que pode ser aduzido pe-

la descarga de fundo (Qfmaxrt) pode ser estimado 
pela equação abaixo, referida em DAEE (2005): 
 

 rrtrrrt HfsHRg2AfCfmaxQf               (29) 

 
sendo Cfr o coeficiente de vazão de descarga de 
fundo do reservatório r; Afr a área da seção transver-
sal do tubo de descarga de fundo do reservatório r e 
Hfsr a cota de jusante da geratriz inferior do tubo de 
descarga de fundo do reservatório r.  

A curva da vazão máxima aduzida por des-
carga de fundo em função do volume de água do 
reservatório é obtida com o auxilio da curva cota-
volume sendo a mesma linearizada através de seg-
mentos de reta, como exemplificado na Figura 6, na 

qual VR1* representa o volume correspondente a 
cota de entrada da tubulação de descarga de fundo 
(Hfer). Os volumes de controle (ou pontos de que-
bra) devem ser os mesmos que foram utilizados para 
a linearização da Equação 6. 

A vazão máxima aduzida pela descarga de 
fundo do reservatório r será dada pela expressão: 
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sendo mr coeficiente angular do segmento de reta 

m da curva da vazão máxima aduzida pela descarga 
de fundo versus o volume de água do reservatório r. 
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Figura 6 — Exemplo de um gráfico da vazão máxima 

aduzida por descarga de fundo versus o volume 

de água do reservatório r. 

 
 

Na operação do reservatório, tem-se um vo-
lume final (VRt) e um volume inicial (VR(t — 1)) que 
resultarão em duas vazões máximas (Qfmaxt e Qf-
max(t — 1)) que poderão ser aduzidas pela descarga de 
fundo para um mês t. Para minimizar esse problema 
utilizou-se média destas duas vazões. 

O volume de água do reservatório r esta li-
mitado por: 
 

VRmr  VRrt  VRcapr               (31) 
 

A sustentabilidade hídrica do sistema pode 
ser garantida fazendo-se que o volume de água do 
reservatório no último mês de estudo seja igual ou 
superior ao volume inicial estabelecido para o mes-
mo. (Curi e Curi, 2001).  

Com relação à agricultura irrigada as restri-
ções físicas consideradas são as áreas a serem irriga-
das em cada perímetro irrigado, a vazão a ser capta-
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da para o perímetro irrigado e a não negatividade 
das variáveis de decisão. 

As limitações impostas pelas capacidades 
dos canais ou dos sistemas adutores, pelos quais a 
água será transportada até os respectivos perímetros 
irrigados, podem ser representadas por: 
 

ktkjn
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1j
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
              (32) 

 
sendo Qtmaxkt a capacidade de vazão do sistema de 
captação para o perímetro irrigado k no mês t. 

As restrições quanto ao limite máximo men-
sal de área que poderá ser plantada por perímetro 
em cada mês, pode ser obtida pela expressão: 
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              (33) 

 
sendo Apmaxkt o limite máximo da área total que 
poderá ser plantada no perímetro irrigado k no mês 
t. Sendo: 

kjt = 1, se a cultura agrícola j for plantada no mês t 

no perímetro irrigado k; 

kjt = 0, se a cultura agrícola j não for plantada no 

mês t no perímetro irrigado k. 
Com relação aos critérios agronômicos e de 

mercado, o conjunto de restrições se refere aos limi-
tes mínimos e máximos das áreas a serem plantadas 
com cada tipo de cultura plantada por perímetro 
irrigado, expressa por: 
 

Acminkjn  Ackjn  Acmaxkjn              (34) 
 
sendo Acminkjn a área mínima a ser plantada com a 
cultura agrícola j no perímetro irrigado k no ano n; 
Acmaxkjn a área máxima a ser plantada com a cultura 
agrícola j no perímetro irrigado k no ano n. 

Dentre os componentes do sistema hídrico 
estão as calhas dos rios cujas vazões podem estar 
limitadas por valores inferiores, indicando requeri-
mentos de regularizações e de vazões ecológicas 
para saneamento do rio, ou superiores, para o con-
trole de cheias, que podem ser descritas matemati-
camente por: 
 

Qnminct  Qnct  Qnmaxct              (35) 

 
sendo Qnminct a vazão mínima na c-ézima calha de 
rio no mês t; Qnmaxct é a vazão máxima na c-ézima 
calha de rio no mês t. 

Além destas restrições, o modelo promove, 
ainda, o balanço hídrico em cada nó do sistema s, 
através da seguinte expressão: 
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sendo Qentraent a e-ézima vazão de entrada no nó s, 
no mês t; Qsaiist a i-ézima vazão de saída do nó s, no 
mês t. 

As perdas por evaporação e a infiltração nos 
segmentos das calhas dos rios são avaliadas através 
de coeficientes de perda, que devem ser especifica-
dos para os segmentos e representam as frações dos 
fluxos que seriam perdidos durante o percurso nos 
segmentos das calhas dos rios. 
 
Processo iterativo de otimização e 

análise de convergência 

 
O Artifício de Linearização por Segmentos 

garante para a minimização de uma função convexa 
(caso da Equação 6) que os trechos segmentados da 
variável de decisão serão “percorridos” numa forma 
seqüencial, do primeiro ao último, atingindo a cada 
trecho percorrido o seu valor máximo. Porém, ob-
servou-se que, em certos casos, isso não ocorre.  Para 
a modelagem proposta, pode haver combinações 
dos valores dos trechos segmentados das relações 
cota x área x volume para os volumes de água arma-
zenados no reservatório em um mês t que resultem 
em um aumento do atendimento (de forma incorre-
ta) a uma demanda ou restrição imposta.  Isso ocor-
re devido ao caráter multiobjetivo do modelo, em 
que o atendimento de uma determinada demanda 
do sistema pode ter maior prioridade do que o vo-
lume meta do reservatório. Assim, por exemplo, 
quando o sistema estiver em um período crítico 
(como um ano seco ou no atendimento de uma 
demanda muito alta, por exemplo), para se garantir 
o atendimento das demandas com prioridade maior 
do que o volume meta do reservatório, o volume 
evaporado pode ser diminuído preenchendo os 
últimos trechos segmentados do volume de água 
armazenado no reservatório, para curva área-volume 
convexa.  Neste caso, as declividades dos últimos 
trechos segmentados são menores do que nos pri-
meiros trechos, o que resultará em um menor valor 
da área do espelho d’água do reservatório e, conse-
qüentemente, no volume evaporado, garantindo 
assim uma maior quantidade de água para o supri-
mento das demandas. 

Para contornar tal problema é utilizado um 
procedimento iterativo no uso da PL, denominado 
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Programação Linear Seqüencial (ou Sucessiva) onde 
a cada iteração os trechos segmentados do volume 
do reservatório são ajustados de modo a resultarem 
em um volume de água armazenado de forma corre-
ta.  

Para melhor explicar o procedimento, va-
mos supor que o volume meta de um reservatório 
em um mês qualquer seja 7,5, logo a função objetivo 
será: 
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 
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O volume de água do reservatório (VR) e a 
função objetivo linearizada (VM’) poderão ser obti-
dos através das expressões: 
 
VR = 0,5 + vr1 + vr2 + vr3 + vr4              (38) 
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(39) 

 

com 0  vr1  1,25; 0  vr2  2,25; 0  vr3  3,50 e 0  

vr4  3,00. 

Supondo que ao resolver o problema de o-
timização pela primeira vez (1ª iteração) com todas 
as restrições impostas, o volume de água do reserva-
tório VR seja igual a 6,0. Porém os valores dos tre-
chos segmentados foram: vr1 = 0; vr2 = 0; vr3 = 2,50; 
vr4 = 3,00 (os valores corretos seriam: vr1 = 1,25; vr2 
= 2,25; vr3 = 2,00; vr4 = 0). 

Os valores incorretos dos trechos segmenta-
dos resultam em valores incorretos da área do espe-
lho de água do reservatório e da vazão máxima que 
pode ser aduzida pela descarga de fundo, pois am-
bas as curvas são linearizadas com os mesmos tre-
chos segmentados utilizados na linearização da fun-
ção objetivo do volume meta do reservatório. 

O ajuste proposto para resolver tal incoe-
rência consiste em impor restrições, inicialmente 
com certa relaxação nos valores dos trechos segmen-
tados, para que, na próxima iteração, o valor do 
volume de água armazenado no reservatório seja 
próximo ao que foi obtido na iteração anterior  

Para o exemplo proposto, inicialmente será 
estabelecido que: vr1 = 1,25 (seu valor máximo) e vr4 
= 0. Os trechos segmentados vr2, vr3 continuam com 
suas restrições iniciais. Aplicando-se a PL novamente 
- 2ª iteração - podemos obter os seguintes valores: vr1 
= 1,25; vr2 = 0,45; vr3 = 3,5; vr4 = 0; resultando num 
volume de água do reservatório, ainda incorreto, de 
VR = 5,7.  

A Figura 7 mostra os valores do volume de 
água do reservatório entre a 1ª e a 2ª iteração e a 
restrição imposta aos trechos segmentados para a 2ª 
iteração. Nota-se que, tanto na 1ª iteração como na 
2ª iteração, o valor do volume de água do reservató-
rio permaneceu entre os valores de 4,00 e 7,50. Es-
pera-se que o valor ótimo do volume de água do 
reservatório esteja entre esses valores. Assim, na 
próxima iteração — 3ª iteração — será estabelecido 
que: vr1 = 1,25; vr2 = 2,25 (seus valores máximos) e 
vr4 = 0. O trecho segmentado vr3 continuará com sua 
restrição inicial.  

Logo, qualquer que seja o valor estabelecido 
para o trecho segmentado vr3, o valor do volume de 
água do reservatório VR, e, conseqüentemente, da 
função objetivo VM’, da área do espelho de água do 
reservatório e da vazão de descarga de fundo máxi-
ma serão determinados de forma correta, ou seja, 
qualquer valor que seja estabelecido no trecho seg-
mentado vr3, os seus trechos anteriores (vr1 e vr2) 
estão com seus valores máximos e seus trechos pos-
teriores (vr4) são nulos. 
 

 
 

Figura 7 — Valor do volume de água do reservatório e a 

representação restrição imposta aos trechos 

segmentados para a 2º iteração. 

 
 

Tem-se, na maioria das vezes, que logo na 
primeira iteração os valores de cada trecho segmen-
tado podem estar corretos, indicando assim a solu-
ção ótima do problema. Porém, quando isso não 
ocorre, para uma boa aceitação dos resultados, além 
da verificação dos valores dos trechos segmentados, 
é analisado o processo de convergência da função 
objetivo fo, que é avaliado através do cálculo do erro 
relativo (errofo), dado por:  
 

 

1ª iteração 

vr1        vr2                vr3                 vr4

0,5   1,75         4,00                   7,50           

VR = 6,00

1,25       vr2             vr3                    

2ª iteração 

VR = 5,70

Valores pré-estabelecidos 
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Figura 8 — Fluxograma do modelo de otimização. 
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onde, fol é o valor da função objetivo para a l-ézima 

iteração (l  2); tol é o nível de tolerância especifi-

cado para o sistema a ser otimizado. 
O fluxograma geral do modelo está apre-

sentado na Figura 8.  
 

 

CONCLUSÃO 
 
 

O trabalho apresentou o desenvolvimento 
de um modelo de otimização multiobjetivo para a 
operação integrada de reservatórios, rios e áreas 

irrigadas, utilizando a programação linear. O mode-
lo foi concebido em termos de componentes pré-
definidos como reservatórios, calhas de rios, de-
mandas mensais de água, perímetros irrigados, sis-
temas de bombeamento, culturas agrícolas e siste-
mas de irrigação. As funções objetivo e restrições 
conferem ao modelo o caráter desejado da genera-
lidade de sua aplicação, ou seja, facilidade de estabe-
lecimento de uma variedade de cenários climáticos, 
operacionais, agronômicos, ambientais, etc. As não-
linearidades foram representadas por segmentos de 
retas (através do Artifício de Linearização por Seg-
mentos) e a solução do problema fez uso de um 
processo iterativo (Programação Linear Seqüencial) 
até atingir uma convergência aceitável e pré-
definida. 
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O método proposto para a implementação 
das não-linearidades dos componentes do sistema, 
representadas nas equações de restrições do pro-
blema e das funções objetivo, permite, entre outras 
coisas, o uso da PL com todas as suas vantagens, 
consistência nos valores obtidos por causa da con-
vergência numérica e um tempo de processamento 
satisfatório para a obtenção de uma solução ótima. 

O modelo torna-se bastante útil para aplica-
ção em regiões de escassos recursos hídricos, como 
o semi-árido brasileiro, nas quais perímetros de irri-
gação de pequeno a médio porte são, em geral, 
alimentados por reservatórios de pequeno e médio 
portes e, portanto, mais sujeitos aos efeitos de varia-
ções climáticas. Advém daí, portanto, a extrema 
importância do planejamento e otimização conjunta 
da definição das áreas irrigadas e do uso da água do 
reservatório de forma a que o produtor não venha a 
ter sérios prejuízos em função do não atendimento 
da demanda hídrica das suas culturas irrigadas, 
principalmente as perenes. 
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A Multiobjective Optimization Model for Water 
Resource System Analysis: II Application  
 
ABSTRACT 
 

This work involves the application of a multiob-

jective optimization model, based on sequential linear pro-

gramming, to a two-reservoir system connected in series, 

and a 500 ha irrigated perimeter in the semiarid region of 

Paraiba state. The water demands considered include ur-

ban water supply, irrigation and river flow regulation 

downstream from the reservoirs.  The following objectives 

were considered to establish an optimal operation: to meet 

urban water supply demands, to regulate flow downstream 

from the reservoirs and establish target reservoir volumes of 

reservoir, as well as maximizing the labor required in agri-

culture and net profit. Scenarios with various priorities for 

different objects were created to evaluate the model response 

regarding to the consistency of results and required compu-

tation time. The results showed that the objectives were 

fulfilled in accordance with the assigned priorities and the 
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problem constraints were met. The computation time and 

the number of iterations can be considered satisfactory (19 

seconds and 5 iterations, in average, for a problem having  

3802 decision variables and 874 constraints when consi-

dering 9 year of system operation). The attained system 

operational results can provide support to the generation of 

operational rules for water allocation in order to meet the 

required demands, objectives and physical constraints.  

Key-words: Water Resource, optimization, linear program-

ming, linearization. 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 


