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RESUMO

O objetivo deste artigo € ressaltar a adaptabilidade e dominios de validade de cddigo de cdlenlo com base nas equages da “classe Boussi-

nesq” (Sistema Serre) no estudo de ondas de submersao.

O modelo de Serre proposto trata os termos de derivadas de ordem superior, anteriormente desprezados por Boussinesq admitindo a hipd-
tese de que a componente horizontal da velocidade é uniforme na vertical e a componente vertical da velocidade é linear entre o fundo e a superficie
livre. Desse modo, na fase de geragao, o modelo de Serre poderd suportar fortes amplitudes relativas de ondas (vizinhaneas do “breaking”).

A partir da confrontacio numérico-experimental dos resultados foi possivel analisar os dominios de validade do modelo ¢ observar que,
mesmo usando um método implicito (incondicionalmente estdvel) ha algumas restricoes que devem ser observadas para a utilizagio do modelo.
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INTRODUGAO

Ondas de submersdo, ocasionadas por impacto de
corpos solidos, tais como deslizamentos de tetra ou rocha
em reservatorios de barragens, canais de navegaciao ou lagos
naturais, sdo de extrema preocupa¢io para a engenharia de
recursos hidricos, pois nas suas fases de geragio, propagagao
e reflexdo podem ocasionar sérios danos as estruturas civis,
tais como a ruptura brusca ou gradual de barragens, provo-
cando ondas de cheia que, quase sempre, geram cenarios
catastroficos por acarretarem perdas humanas e grandes
areas de inundacio.

Quando da simulacio fisica do fenémeno em labora-
torio, o impacto ¢ simulado pela agdo de um bloco inde-
formavel que deslizando sobre rampa incide em canal de
ondas. Na fase de choque (zona de geragao) parte da ener-
gia cinética do bloco se transforma em energia de onda,
gerando uma intumescéncia na supetficie livre. A estimati-
va dessa amplitude é de supra importincia para o calculo
da energia contida na onda, por conseguinte, na previsio
de seu risco potencial.

Varios estudos ja foram realizados tendo por objetivo
a modelagem matematica de ondas. Sander & Hutter (1991),
relatam resumidamente a histotia da evolucio destes estudos
e suas principais teorias dando enfoque a teoria da onda
solitaria.

Outras equagdes que se originaram da equacio classi-
ca (considerando os termos de ordem superior que Bous-
sinesq negligenciou) foram desenvolvidas e serviram para
melhorar os procedimentos fixados por ele. As principais
equagdes sio as de Korteweg-DeVries (KdV), Serre, Gre-

en-Naghdi, ¢ Wu e sdo chamadas equag¢des de segunda or-
dem ou equag¢bes da “classe Boussinesq”.

O objetivo desta comunicacao cientifica ¢ ressaltar a
adaptabilidade e dominios de validade de cédigo de cilculo
com base nas equagoes da “classe Boussinesq” (Sistema
Serre). A primeira tentativa de modelagem matematica de
ondas foi feita por Joseph Valentin Boussinesq (1842-
1929) em 1871, levando em consideragdo as aceleracoes
verticais das particulas fluidas e admitindo uma onda soli-
taria como solugdo mas, negligenciando um certo numero
de termos produtos de derivadas. Estas equagdes sao cha-
madas equagbes classicas de Boussinesq. O modelo de
Serre proposto, além destas consideragdes, trata os termos
de derivadas de ordem superior, anteriormente despreza-
dos por Boussinesq. Desse modo, na fase de geragio, o
modelo de Serre podera suportar fortes amplitudes relati-
vas de ondas (vizinhancas do “breaking”).

Atualmente estudam-se as aproximagdes para ordens
superiores. Segundo os pesquisadores, estas aproximagoes
melhoram a dispersio linear e as caracteristicas da nao-
linearidade das equagdes de Boussinesq ndo s6 em 4guas
rasas como também em Aguas intermedidrias ¢ profundas.
Dizem que esta nova proposta nio viola as suposigoes da
teoria classica de Boussinesq, mas simplesmente estende seu
campo de aplicacio. Podemos destacar aqui os trabalhos de
Zhang & Li (1999), Zou (1999) e Gobbi & Kirby (1999).
Hoje, fala-se em um novo modelo de equagdes tipo Boussi-
nesq onde os resultados numéricos obtidos sdo confronta-
dos com dados experimentais de ondas geradas com
“batedor de ondas” onde é possivel controlar tal geragio.
Para as ondas de submersdo o processo de geragio torna-se
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mais complexo, pois com o impacto do corpo sélido no
meio liquido, ndo ha como controlar a geragao da onda
devido a agitagdo cadtica que acontece no momento do
“Splash” onde se misturam 4gua, ar e o material s6lido (bloco)
no fundo do canal ou teservatdrio (Figura 1).

Nio aderindo de imediato a modelagdes numéricas
mais complexas, propomos estudar as ondas de submersao
em dguas rasas através das equagbes da “classe Boussi-
nesq”, mais precisamente o sistema Serre, por constitui-
rem-se em equagdes que permitem gerar ondas num
espectro mais largo que aquele do grupo “shallow water”. No
escopo desta comunicagio cientifica ¢ tentada uma apro-
ximagdo de segunda ordem (ndo linear dispersiva) que par-
ece-nos atender, respondendo bem aos fendmenos hidro-
dinamicos de agua rasa.

AS EQUACOES DO MODELO SERRE

As equagdes do sistema Serre para o calculo das on-
das de submersio utilizadas nesta investigagio, foram
obtidas em uma forma generalizada, para uma geometria
qualquer de canal, por Freitas Maciel (1993). A técnica
implementada no modelo leva em consideracio a onda
gerada pela ag¢do combinada da modificagio do fundo,
devido a intrusio do sélido, pelo atrito lateral (soli-
do/liquido) e pelo efeito das aceleragdes verticais das par-
ticulas fluidas na zona de geragdo. Admitindo as hipéteses
de que a componente horizontal da velocidade é uniforme
na vertical e a componente vertical da velocidade ¢é linear
entre o fundo e a superficie livre (condi¢ao de Boussinesq),
o pesquisador obteve um par de equagdes que generalizam
o sistema Serre.

Para um caso particular de canal retangular, o sistema
generalizado das equagdes de Serre se apresenta da seguin-
te forma:

e Conservacio da massa:

oh d(hu)

=0 1
ot Ox M

e Conservagao da quantidade de movimento:

0 hu2+(g;B+g)

8(hu)+ 3
ot Ox a )
o) o l-u)ju-u
- o e S M ML N1
(g+B+ 2] ox ° C°R,

onde h ¢ a cota da superficie livre (m); u o componente
hortizontal da velocidade do fluido (m/s); ug a velocidade
da massa deslizante (m/s); g a aceleragio da gravidade
(m/s?); z a cota do fundo (m); C o coeficiente de Chézy
(m!/2s1); Ry, 0 raio hidraulico (m); o representa as acelera-

Figura 1. Formagio do “splash”.

¢Oes verticais das particulas fluidas, na superficie livre,
devido 2 curvatura das linhas de corrente (m/s?); e B repre-
senta as aceleracdes devido as variagdes do fundo zg, devi-
do 2 intrusio de massa sélida (m/s?).

Método de resolugio numérica

Na abordagem numérica, a partir do modelo
matematico proposto, é feita a discretizagdo das equagdes
em diferencas finitas e o desenvolvimento do programa
computacional. A técnica numérica classica utilizada é uma
adaptagdo do esquema numérico desenvolvido por Mirie &
Su (1982) quando da resolucio das equagdes de Korteweg-
de Vries para ondas solitarias e de Seabra Santos (1989) na
resolugdo das equagdes de Setre fazendo-se uma modifica-
¢io, isto ¢, leva-se em conta as vatiagoes do fundo z (x, t)
em funcio do tempo.

Uma resolugiao numérica explicita estd sendo descar-
tada, pois o teste de estabilidade sobre o dominio de calcu-
lo tem conduzido a intervalos de tempo At muito peque-
nos. Optou-se entdo, por uma solugdo implicita, portanto
incondicionalmente estavel.

O primeiro passo é partir para uma adimensionaliza-
¢do das equagdes de Serre através da mudanga de varidveis,
onde d ¢ a profundidade local do escoamento (lamina de
4gua inicial no canal). Assim, tem-se:

E:E, Zf:Z—f, u=
d d

Omitindo-se as barras, as equacoes de Serre (1) e (2)
escrevem-se da seguinte forma:

oh, d(hu)

=0 3
ot ox ©)
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Para que este sistema (3 - 4) possa ser resolvido nu-
mericamente é preciso que ele esteja em sua forma conser-
vativa, o que nao acontece devido aos termos de derivadas
totais de o e B. E feito entio um desenvolvimento algébri-
co onde, reagrupamos em (4) os termos que contém as
derivadas da velocidade u em relagio ao tempo t e a abscis-
sa x. Assim, tem-se um novo sistema adimensional e con-
servativo que pode ser resolvido numericamente, a saber:

a_h+M:o )
ot Ox
2
uq—lu2+h—zf—lhz(@j +
Oq 0 2 2 Ox
B z |7 ©
: luz(%j _ 1, 9% du
2 Ox 2 0Ox Ok
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Para as condi¢des de fronteira, admitindo-se que as
aceleragGes verticais das particulas fluidas sao nulas, utili-
zou-se para a sua resolucio a técnica do método das carac-
teristicas (curvas caracteristicas e invariantes de Riemann).
O dominio de calculo ¢ discretizado em uma malha retan-
gular de incremento Ax para as abscissas ¢ At para o tem-
po, cujos nds tém coordenadas iAx e iAt. No instante
inicial (n = 1), tomamos como distribui¢io a solugdo esta-

cionaria composta por uma superficie livre horizontal e um
campo de velocidade nulo. Neste estagio, as Equagdes (8)
e (9) permitem determinar a distribuicdo inicial de q' e £,

g = u}(l . ril)_hil (h3+1 - hil:l)ggilﬂ - u}_l)_

1 1, 1
(h1)2 Uipg =205 Hujy
i 2
3Ax

1
-2 st (2] 1 2
Volex )| 24x ox )i | 2 '\ 8%

Para o cilculo de q até o passo n, supde-se que sio

i

conhecidas todas as variaveis envolvidas. Para a determina-
¢io do passo seguinte, n+1, primeiramente um valor pro-
visétio h*, que representa a cota da superficie livre ho*1, é
obtido a partir de (5) utilizando um esquema numérico
com derivadas centrais:

hi —hi' [hi+h{ |ul,, —ul,
+ +
At 2 2Ax

*

* n n
. hiyy —hi +hi,, —hi,

i =0
4Ax

Um valor intermediario (médio) é considerado entre
os dois passos de tempo:

h, = %(hf + h?)
fazendo:

o o _0n_ 0

e =
Ox ox  ox°

tem-se:

>

o =t 22| [Riszhicn ) |- Lpnge) 22 )
ot 2Ax 2 ot

i i
h?+l _h?—l +éi (a_zgjﬂ _Ei u; _ug2|ui —ug|
2Ax ot i C Rh

A partir de h* e sempre utilizando o esquema central,
a partir da Equagao (6) sio calculados os valores provisé-
rios de g, a saber:
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Tabela 1. Caracteristicas das condigdes utilizadas para validar o modelo de Serre.

e/d  d(cm) e(cm) Ax At I N C: Tipo de onda
0,30 25 7,5 0,325 0,10 1000 100 0,48 Oscilatério-cnoidal (O-C)
0,37 20 7,5 0,325 0,10 1000 100 0,43 Cnoidal-solitario (C-S)
0,48 25 12 0,325 0,10 1000 100 0,37 Cnoidal-solitario (C-S) e ressalto suave (RS)
0,50 15 7,5 0,500 0,012 2000 24 0,03 “Soliton” (S)
0,60 20 12 0,325 0,10 1000 100 0,43 Cnoidal-solitario (C-S) e ressalto (R)
0,80 15 12 0,325 0,10 1000 100 0,48 Ressalto (R)
n+1 n n+1 n n n
qi" —q; N (qi Rt )(ui+1 _ui—1)+ * ay
At 2 2Ax 27 ; :
(qurl — qurl + qn — qn ) ufl - up % g 26 «/ \‘\\ /Iﬂ\\
u? i+1 i—-1 A i+1 i—1 _u? 1-*—12A i—1 + _'_E g /// \\\\ // \\
~ ~ o 0 2 24 AN — o — > N
hiy —hiy 1_ﬁi Uipr —Yig _ 23
ZAX ZAX 0,00 0,50 1,00 1,50 2,2:’“’,0 (25,)50 3,00 3,50 4,00 4,50

" hiy —hiy | oy -y
' 2Ax 2Ax
) _~ u', —u; ? ~ ul, —2ul +ul
zi h] 1-*—12A i—1 + hi u? it 12 i—1 — Sin
X Ax

Utilizando-se dos valores provisérios de ho*! e qo*1,
calculam-se, a partir de (8) e (9), a componente horizontal
da velocidade em todos os pontos do dominio.

= Z{—H;A =Ly z} + Eh?ﬂ Zi
X

n+1 n+1
Uipg —Uig |
2Ax

n+1 _

ot Bt
(h?)z( uiy ]

Substitui-se em todo o dominio, u® por V2 (u**! + un),
e os valores definitivos de h**! sdo obtidos por uma nova
resolugao de (5). Enfim, as amplitudes intermediarias sao
redefinidas, e calculam-se por (6) os valores definitivos
para q"*. Uma vez que todas as equagdes em diferencas
finitas envolvidas, sio todas implicitas, a solugao do pro-
blema a cada intera¢do no tempo requer a solugio de cinco
sistemas tridiagonais de n-2 equagdes e n-2 incégnitas.

n+1

n+1
ujy —2u;  +

3Ax>

onda num onda exp

Perfil de onda para ¢/d = 0,30

Figura 2. Comparagio dos perfis de onda numérico e
experimental.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Os métodos de analise de estabilidade utilizados sio
validos para os sistemas lineares. Para modelos nao-linea-
res, a analise permite que se faga uma idéia da estabilidade
local do esquema em sua fase propagativa, pois ¢ ela que
subsiste na linearidade. E indispensavel que, no esquema
numérico, cuja defasagem depende sempre do nimero de
pontos de discretiza¢io, as oscilagdes da onda decaiam o
menos possivel em relagdo ao esperado. Sabe-se que os es-
quemas de diferencas finitas implicitos sdo incondicional-
mente estaveis nao tendo limitagio quanto aos passos de
tempo podendo ser utilizado qualquer valor do nimero de
Courant (C; = cAt/Ax; c = \/gd = celeridade da onda). En-
tretanto, segundo Abbott & Basco (1989), esquemas impli-
citos que operam a C,>1 devem ser considerados com
mais cuidado, pois produzem erros de fase gerando com-
ponentes de onda mais curtos, que se movem mais lenta-
mente e acabam se tornando ondas parasitarias, pois dei-
xam atrds de si um rastro que acaba por fim, sendo soma-
do a solugdo principal da superficie livre nos calculos nu-
méricos alterando o valor da amplitude real da onda e tot-
nando instavel o esquema.

Devido ao fato de que a geragio das ondas no canal ar-
tificial se faz pelo lancamento de blocos, e ndo com a ajuda
de um batedor onde é possivel controlar a geragdo, ha uma
dificuldade em prever o comportamento da onda nesta fase.
Com isto, houve a necessidade de se realizar varios testes
numéricos para se chegar aos valores de Ax que “validariam”
o modelo. A partir dessa analise definiu-se também a malha
de pontos de iteracio no tempo, necessarios para bem re-
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Figura 3. Comparagio dos perfis de onda numérico e
experimental.

produzir os perfis de ondas gerados. Os resultados sao mos-
trados na Tabela 1 onde N é o nimero de pontos por com-
primento de onda e é dado por iAt (i = nimero de itera-
¢oes). Os ensaios experimentais foram feitos para trés lami-
nas de dgua, d = 15, 20, 25 cm, com dois blocos de espessu-
ras,e = 7,5¢e 12 cm.

Com esta anilise, notou-se que, as ondas experimen-
tais tipo O-C, C-S e RS sio bem reproduzidas para N = 50
pontos; valores menores dispersavam as ondas. Percebe-se
também que, mesmo para métodos implicitos a escolha do
passo de tempo é tio importante quanto do espago pois
isto interfere na determina¢do do numero de Courant que,
como vimos anteriormente, ¢ preferivel que seja menor
que um. A anilise nos conduziu por fixar o valor de
N = 100 pontos e Ax = 0,325, pois foi 0 que mais aproxi-
mou as alturas de ondas numérico-experimentais; obtive-
mos ondas cuja diferenga na amplitude maxima em relagio
ao resultado experimental nio ultrapassou 10%. Para as
ondas experimentais tipo S os resultados sio obtidos para
baixos valores de At enquanto Ax igual ou supetior a 0,50.

O perfil de onda numérico obtido também se mos-
trou satisfatorio sobretudo para a primeira onda, mas re-

30

28 A

cota da superficie livre (cm)
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Figura 4. Comparagio dos perfis de onda numérico e
experimental.

tardando-se consideravelmente para as ondas seguintes
conservando, porém, suas amplitudes. Acreditamos que
este retardo ocorra devido ao esquema numérico, que
reconhecidamente apresenta retardo com relagdo ao avan-
¢o do tempo, associado a agitagdo cadtica da fase de gera-
¢io (que se revela no campo de velocidades) que torna
dificil sua andlise numérica. Observamos também que, a
medida que a diferenca entre Ax e At aumenta (conservan-
do o valor de At e variando Ax), diminui a amplitude da
onda numérica e aumenta o tempo das oscilagdes, e isto ja
era esperado devido ao nimero de Courant e a nio-lineari-
dade do modelo. Para o nosso caso, entretanto, interessa-
nos mais o valor da amplitude da onda do que seu avango
no tempo.

Com estes resultados observamos que, para o caso de
ondas solitarias, o modelo converge para valores de C; iguais
ou menores que 0,03, dependendo apenas da interagio do
espago Ax. Para ondas tipo O-C os melhores resultados sio
observados para C. menor que 0,48 e para ondas tipo C-S
temos C, menor que 0,43. Os perfis RS e R foram tratados
com os mesmos valores observados para O-C e C-S a fim de
recuperar os dados experimentais obtidos. O modelo de
Serre conseguiu reproduzir alguns destes perfis. Dada a
natureza parabdlica do sistema Serre (1-2) fica “dificil”
esperar que o ressalto hidraulico seja solugdo do problema.
Nesses casos, o modelo “Shallow Water” classico, tipo Saint
Venant, de natureza estritamente hiperbdlica, seria mais
adequado. Portanto, tais resultados precisam ser ainda me-
Ihor investigados, fugindo ao escopo desta comunicagio.

A fim de ilustrar os perfis de onda, apresentamos nas
Figuras 2, 3 e 4 alguns resultados numérico-experimentais
obtidos com o modelo de Serre.
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Water Waves Generated by Local Disturbance —
Using a Numerical Model Based on Serre’s
Equations

ABSTRACT

The purpose of this paper is to highlight the adaptability and
validity domains of numerical models based on Boussinesq class
equations (Serre’s proposal) in the water waves generated by the study
of local disturbance.

Serre’s model proposed considers higher order derivate terms,
previously  neglected by Boussinesq that take into account the
bypothesis that the horigontal component of velocity is uniform in
depth, and the vertical component of velocity is linear from the bottom
to the free surface. In this way, in the generation zone, Serre’s model
can stand high relative wave amplitudes (vicinity of the breaking
phenomenon).

Based on the numerical-experimental confrontation of results, it
was possible to analyze the validity domains of this model and observe
that, even using an implicit method (unconditionally stable) there are
some restrictions that should be observed in using it.

Key Words: waves; Serre’s model; Boussinesq.



