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RESUMO

O fenomeno da maré fluvial é estudado através das equagoes de Saint-Venant. Um método de perturbagao ¢ utilizado para se obter uma
solugao analitica para o caso de uma oscilacio periddica (maré) de pequena amplitude que penetra num rio de geometria simplificada cujo escoa-
mento basico se di em regime permanente uniforme sub-critico. A solugio é correta até ordem (€) (com, & = a/h, onde a = amplitude da maré
na fo e h, = altura d’dgua no rio) porém inclui um efeito permanente em ordem (€). A solugio é estabelecida em fungio de trés pardmetros
adimensionais: & Fr (nimero de Froude) e M (andlogo ao niimero de Reynolds e que mede a magnitude relativa das forcas de inéreia e de atrito
10 escoamento indugido pela maré). Exemplos de aplicacio da solugio e nma investigacao de alguns aspectos do fendmeno sio apresentados num

artigo subseqiiente.
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INTRODUGAO

Ao longo da enorme éarea continental brasileira é
grande o numero de bacias hidrograficas cujos trechos
finais incluem a zona costeira. Em muitos casos, esses
trechos fazem parte de uma regido de baixa declividade, a
chamada planicie costeira, onde o escoamento (subctitico)
do rio fica sujeito aos efeitos do mat.

Um efeito importante diz respeito ao encontro das
aguas doce, trazida do continente pelo rio, e salina, prove-
niente do oceano. As varia¢es de densidade daf decorren-
tes ddo origem a uma gama de fenémenos interessantes e
peculiares, conferindo a essa zona de transicdo entre o tio e
o mar identidade prépria: trata-se da zona estuatina ou,
simplesmente, “estuario”. De fato, Cameron e Pritchard
(1963) definem um estuario como “um corpo d’agua cos-
teiro, semi-confinado, com uma conexio livte com o mar
aberto e no qual a agua do mar é mensuravelmente diluida
com agua doce proveniente da drenagem de terra”.

O estabelecimento do local onde “termina” o rio e
“comeca” o estudrio nio é trivial. Se adotarmos a definicio
acima, seria possivel delimitar o inicio do estuario como o
ponto a partir do qual ndo hd mais salinidade perceptivel
na agua. Ocorre que o processo de mistura das dguas doce
e salgada no interior do estuario pode ser bastante comple-
x0 e variavel. Por exemplo, a estrutura vertical de densida-
de pode ir desde um caso onde ha boa mistura em toda a
coluna d’agua, até um no qual as dguas praticamente nao se
misturam, havendo a formacdo de duas camadas de densi-
dades praticamente uniformes separadas por uma zona de
rapida mudanca, conhecida como picnoclina. As peculiati-
dades do estudrio podem também dar origem a situacoes
nas quais o perfil de velocidades do escoamento apresenta
inversao de sentido ao longo da coluna d’agua, com a
formacdo de uma cunha salina que se prolonga estudrio

adentro junto ao fundo e por sobre a qual a agua doce do
rio escoa. Em qualquer dos casos, todavia, a fronteira rio-
estudrio — definida em funcio da presenca de sal na agua —
ndo ¢é estitica, mas apresenta variacbes de posicdo em
funcdo da maré e da vazio do rio, por exemplo.

Esta brevissima digressdao sobre alguns dos mecanis-
mos hidrodinamicos relacionados as variacoes de densida-
de da massa d’dgua num estudtio objetiva ilustrar a com-
plexidade do escoamento nesse tipo de corpo d’agua,
entretanto, nio ¢ este o foco do presente trabalho. A ques-
tdo que se coloca ¢ a seguinte: estaria o efeito do mar sobre
um tio costeito restito & penetragio e¢/ou mistura de dguas
salinas no interior do estuario?

Para refletir sobre a questdo ¢ interessante analisar o
problema sob uma otica diferente: a 6tica do “rio”.
Simplificadamente, um rio pode ser entendido como um
canal “inclinado” no qual o escoamento se processa sob a
acdo continua e direta da gravidade num regime pura-
mente “fluvial” (Melo Fo, 1998), ou seja, com a agua
simplesmente “descendo uma ladeira”. Supondo, para
efeito de raciocinio, que a vazio de dgua a montante seja
mantida constante, o escoamento na parte superior da
bacia hidrografica dar-se-a em regime permanente. No
trecho final da bacia, o qual pode conter o estuario, mas
que ndo se restringe unicamente a ele, o rio encontrara
um imenso “reservatério” — o mar — cujo nivel obedece a
fatores nao relacionados ao rio. Admitindo que este tre-
cho seja parte da planicie costeira, é razoavel supotr que o
escoamento af seja sub-critico em vista da baixa declivi-
dade do terreno e, por conseguinte, controlado por jusan-
te. Sob a 6tica do rio, portanto, o efeito esperado é que a
variacdo de nivel imposta pelo mar na foz perturbe o
escoamento a montante, a exemplo do que ocorre quan-
do um rio encontra o reservatério de uma barragem.
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No caso do reservatorio, entretanto, o nivel estitico
das 4aguas mantém o escoamento permanente ¢ a solu¢do
do problema, conhecida hd varias décadas, toma a forma
de uma curva de remanso na qual o nivel e a velocidade da
agua variam espacialmente de forma progressiva desde o
reservatorio até uma certa distancia a montante (ver, por
exemplo, Chow, 1959).

Diferentemente do reservatério, o nivel d’dgua no
mar oscila periodicamente por conta da maré ocednica e, por-
tanto, a perturbagio do escoamento do rio a montante #do
pode ser do tipo permanente como numa curva de reman-
so. De fato, as oscilagoes periddicas de nivel causadas pela
maré a jusante dardo origem necessariamente a um escoa-
mento fluvial com caracteristicas oscilatdrias e, por conseguinte,
ndo-permanente; essa é a maré fluvial, tema do presente traba-
Iho. A maré fluvial, na verdade, pode ser interpretada co-
mo a manifestacio da penetragio da onda de maré através do
estuario até o interior do rio, fenémeno este passivel de
acontecer em qualquer rio que tenha conexio com o mar ¢
que reuna as condicOes propicias para tal.

Pelo cenario apresentado acima, ja é possivel perce-
ber que a dinamica que opera nesse tipo de fenémeno tem
como principais agentes a gravidade, o atrito e (possivel-
mente) a inércia, tendo as forcas provenientes de uma
eventual estratificacdo das aguas no estuario uma participa-
¢ao localizada e, em muitos casos, secundaria. Como setd
visto adiante, o efeito da maré no escoamento fluvial a
montante pode extrapolar em muito os limites do estuario
(se considerarmos esse limite segundo a definicdo classi-
camente aceita) sendo, portanto, um fenémeno que aden-
tra a propria bacia hidrografica do rio.

Certamente no Brasil a manifestacio mais conhecida
do fenémeno em questdo ¢ a famosa pororoca — a dramatica
penetracao da onda de maré em rios da regido amazonica,
geralmente na forma de uma seqiiéncia de sobre-elevacGes
abruptas do nivel d’Agua que se movem tio acima causando
devastaciao. Tal fendmeno, conhecido na literatura de
lingua inglesa como Zidal bore, ¢ também encontrado em
outros rios do mundo como, por exemplo, no Tsientang
na China, no Severn na Inglaterra ¢ no Sena na Franca
(onde é conhecido como Mascaret).

Apesar do interesse e da curiosidade que ela desperta, a
pororoca é uma forma bastante rara do fenémeno em estudo,
pois necessita de uma conjugacio de condi¢bes muito espe-
ciais para existit. A situa¢do na vasta maioria dos rios que
chegam ao mar — tanto no Brasil quanto no resto do mundo
— ¢ uma na qual a maré provoca apenas perturbagies no esco-
amento fluvial se a formacio de fidal bores ou pororocas. B
este o caso em rios caudalosos submetidos a marés pequenas
como, por exemplo, o rio Itajai em Santa Catarina, o qual
motivou originalmente esta investigacao.

Por motivo de clareza e organizagdo, o presente estu-
do foi dividido em dois artigos complementares. Nesta
primeira parte, apresenta-se em detalhes a metodologia
matematica utilizada para a obtenc¢do de uma solucao anali-
tica para o problema da maré fluvial num rio de geometria
simplificada. Na segunda parte, a solucdo ¢ ilustrada e, a
seguir, utilizada para investigar alguns aspectos importantes

do fenémeno da maré fluvial ainda pouco explorados na
literatura.

ESTUDOS TEORICOS ANTERIORES

Um levantamento de estudos teéricos sobre marés flu-
viais evidenciou que este topico ndo tem recebido muita
atencdo. Talvez a principal referéncia sobre o assunto conti-
nue sendo o livro texto de Dronkers (1964) no qual o pro-
blema da maré em rios e zonas costeiras ¢ analisado segundo
trés abordagens distintas: o método harmoénico, o método
das caracteristicas e métodos numéricos. Apesar da sua
abrangéncia, o autor considera o livto de Dronkers de leitura
um pouco dificil, sendo os métodos la apresentados um
tanto inadequados para os objetivos deste trabalho.

Nas décadas de 70 e 80, o tépico marés fluviais des-
pertou o interesse de pesquisadores canadenses, provavel-
mente em vista da existéncia naquele pafs de rios importan-
tes sujeitos a esse fenémeno, como os tios Sao Lourengo e
Fraser. De fato, foi da escola canadense que vieram as duas
principais contribui¢oes tedricas ao tema nesse petiodo.

Na primeira, Le Blond (1978) apresenta um estudo no
qual o fendmeno da maré em rios rasos ¢ desctito através de
um modelo difusivo, onde o amortecimento da maré é visto
como a difusio de um sinal que é introduzido a jusante, e
nao como um problema de propaga¢do de ondas. A justifi-
cativa para tal aproximagio reside, segundo Le Blond, no
fato de que o escoamento, no caso de rios rasos, ¢ domina-
do fortemente pelas forcas de atrito. Entretanto, o método
usado por aquele autor para obtencdo das equacOes gover-
nantes ¢ baseado numa imposicio, a priori, de um determi-
nado balanco de forcas na equacio de momentum que pate-
ce por demais restritivo pata ser generalizado.

Na segunda contribui¢io, Godin (1985) apresenta
uma abordagem tedrica baseada em equagdes similares as
de Saint-Venant, na qual a maré fluvial ¢ modelada como
uma onda progressiva atenuada que se propaga rio acima a
partir da foz. Apesar do equacionamento do fendémeno ter
sido feito num contexto bastante geral, Godin (1985) op-
tou por uma solucido aproximada das equagdes, sob a hip6-
tese de que o atrito seria a for¢a dominante no interior do
rio. Esta solu¢do aproximada foi entdo utilizada para inves-
tigar o efeito que variacdes na descarga do rio teriam na
atenuacdo da onda de maré.

A principal restricdo ao excelente trabalho de Godin
(1985) reside na maneira pouco formal com a qual as equa-
¢bes foram manipuladas. Godin (1985) nido evidenciou de
forma clara que a solugio seria obtida através de uma téc-
nica de pertutbacio das equacbes governantes, embora
este fato estivesse implicito na metodologia por ele utiliza-
da. Esta peculiaridade da abordagem de Godin (1985) tem
conseqiicncias importantes para o desenvolvimento do
problema, conforme mostrado em detalhes neste artigo.

Num trabalho posterior, Vongvisessonjai e Rojana-
kamthorn (1989) investigaram aspectos da maré fluvial
observados no rio Chao Phraya, o mais importante rio da
Tailandia. Dois aspectos desse estudo merecem mengao. O
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primeiro foi o emprego de uma técnica de perturbacio
para a solugdo das equacdes governantes (técnica similar a
usada no presente trabalho) e o segundo, o fato dos auto-
res tentarem incluir a possibilidade da corrente do rio
causar um efeito Doppler na freqiiéncia da onda de maré.
A solugao analitica encontrada por Vongyvisessonjai e Ro-
janakamthorn (1989), entretanto, ndo considerou o carater
periédico da maré de forma consistente e a celeridade da
onda foi estipulada arbitrariamente como \/gho o que im-
possibilita incluir o efeito da friccdo na velocidade de pro-
pagacio da onda. A solucio com o efeito Doppler também
ndo se mostrou compativel com as medi¢oes de maré no
rio Chao Phraya, tendo sido descartada. Outros aspectos
apresentados no artigo tiveram sua validade questionada
por Stronach e Murty, (1989).

Finalmente, o trabalho mais recente encontrado na li-
teratura foi o de Godin (1999) onde se apresenta uma
revisao do estado da arte sobre o assunto da maré fluvial.

ESCOPO DO PRESENTE TRABALHO

O presente trabalho insere-se no contexto sumariza-
do acima da seguinte maneira. O problema da maré fluvial
¢ equacionado de forma similar a de Godin (1985), porém
utilizando explicitamente as equagdes de Saint-Venant
tradicionalmente usadas em Hidraulica Fluvial. Essa abor-
dagem reflete a énfase “fluvial” que se deseja dar ao pro-
blema, na qual o escoamento do 7o assume um papel do-
minante. Diferentemente de Godin (1985), neste trabalho
emprega-se o método de perturbagio para encontrar solu-
¢des analiticas bem ordenadas do problema, tomando
partido da periodicidade intrinseca do fenémeno e do fato
que nio se espera inversdo de fluxo no trecho fluvial do
canal. O presente estudo, portanto, pode ser visto como
uma extensdo do trabalho de Godin (1985) na qual se
utiliza uma versdo aperfeicoada da técnica de perturbacio
usada por Vongvisessonjai e Rojanakamthorn (1989). Uma
versdo simplificada da presente teoria foi publicada pelo
autor em 1999 (Melo e Jorden, 1999).

EQUAQC)ES FUNDAMENTAIS:
METODO DE SOLUCAO

Inicialmente, vamos admitir como vélidas as seguin-
tes hipoteses basicas:

i. O rio é um canal fluvial (isto ¢, inclinado) de largura e
declividade constantes, com aguas de densidade uniforme ao
longo da coluna d’agua e no qual a Jargura >> altura
d'dgua.

ii. A maré provoca perturbagdes numa situagao de equi-
librio dada pelo escoamento permanente uniforme suberi-
tico no rio. Tais perturbacdes devem ser peguenas o sufi-
ciente de forma a provocar apenas variacbes na

velocidade da corrente sem, no entanto, ocasionar z-
versao de fluxo em nenhum local do tio.

iii. A maré é representada de forma simplificada por uma
unica componente periédica no tempo, a qual é capaz
de propagar-se rio acima a partir da fozse sofrer reflexao.

Nesse ponto é necessario comentar o uso que ¢ feito
das palavras “maré” e “foz” no presente trabalho. O termo
“maré” é usado para indicar gualguer oscilagio periddica do nivel
d’dgna sem restrigio quanto ao periodo da mesma. Essa interpreta-
¢io “liberal” do termo difere da definicio classica de “ma-
ré” usada em oceanogtrafia, a qual se refere exclusivamente
a oscilagdes causadas por forcas de origem astronomicas e,
portanto, com petiodos bem definidos. A palavra “foz”,
por sua vez, ¢ usada para indicar o ponto a partir do qual o
escoamento fluvial se estabelece. O marco de referéncia
para identificar esse ponto ¢é a nao-inversdo de sentido da corren-
te (refletindo a predominancia do rio). Portanto, no presen-
te contexto, a “foz” do rio pode ndo coincidir com a zona
de intersegao do eixo do rio com a linha de costa. Depen-
dendo da situacio, a “foz” pode se situar no interior do
rio, dentro ou apés o estuario.

Para casos que atendam as trés hipéteses acima, o fe-
némeno da penetragdo da maré num rio pode ser descrito
pelas equagdes de Saint-Venant:

5_h+@:0 (1)
ot Ox
Ou Ou oh Ku?
NP P 2
o ox o0 8 h @

onde x ¢ a direcdo do fundo do canal, positivo para jusante
a partir da foz; u ¢ a velocidade média na se¢do na dir-x; S,
¢ a declividade do canal em relacdo a horizontal e positiva
quando inclinada no sentido do escoamento; h ¢ a altura
d’dgua total a partir do fundo; g ¢ a aceleracdo da gravidade
(ver Figura 1). K é um coeficiente (adimensional) de atrito
dado — de acordo com a parametrizacdo de Chezy para as
forcas de resisténcia — por:

K=g/C{ 3)

com C¢ = coeficiente (dimensional) de Chezy, funcio das
caracteristicas do fundo do canal.

As hipéteses (ii.) e (iii.) impoem as seguintes condi-

¢bes de contorno ao problema:

hju,=q em x=-o© 4

onde h, e u, sdo, respectivamente, a altura da agua e a

velocidade média do escoamento permanente uniforme

basico do tio e q ¢ a vazdo por unidade de largura (vazio
especifica).
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h(x,t)=h_ +acos(st) em x=0 5)

onde a e s = 21/ T sio a amplitude e a freqiéncia da osci-
lagdo de nivel imposta na foz (cujo periodo é T).

Para resolver o problema colocado acima, empregar-
se-4 uma técnica de solugdo por perturbagdo muito utiliza-
da na solucdo de sistemas de equacGes diferenciais nio-
lineares (ver, por exemplo, Vongvisessonjai e Rojanakam-
thorn, 1989). De acordo com essa técnica, supde-se que a
solugdo completa possa ser expressa COMO uma superposi-
¢do de solugbes parciais dispostas seqiiencialmente em
ordem decrescente de magnitude, sendo a ordem de gran-
deza de cada termo medida explicitamente em funcio de
um parimetro de ordenamento (€). A idéia basica da técni-
ca consiste em utilizar esta expansdo em série da solucido
para transformar as equagdes diferenciais ndo-lineares
originais num conjunto ordenado de equagdes diferenciais
lineares de solug¢do mais simples. O grau de precisio da
solucgao final serd tio melhor quanto maior for o nimero
de solugdes parciais incorporadas a sétie.

Assim, vamos admitir que a altura da 4gua [h(x,t)] e a
velocidade da corrente [u(x,t)] do rio sob o efeito da maré
possam ser expressas da seguinte forma:

h(x,9 =h, +O(E)N, &0+ O(E* )M, (x)+O0E>)  (6)
u(x,t) = u, +O(E)u,(x,0 + O(e* u,(x,0 + O(e”) @

onde, Nip,... € ury,... sao solugdes parciais; € & o pardmetro de
ordenamento das solugGes parciais o qual explicita a ordem de
grandeza [O(e")] de cada termo da expansdo. Observa-se,
pot exemplo, que o significado de us/u, = O(e?) é o de
que u, ¢ de magnitude (e") vezes menor que u, e assim su-
cessivamente.

Substituindo as Expansées (6) e (7) nas equagoes de
Saint-Venant e, a partir de agora, omitindo o simbolo O
para simplificar a notagao, obtém-se:

0 0
a[ho Fem, +<sz>n2]+g{[ho Fem, +

)
(e, Jlus +(e)uy + (&7, | = O

0
a u, +(e)uy -i-(:az)uz]-i-[u0 +(&)u, +

@ | o+ @+ 605, -
©

o o

0 K
s borom +<82>nz]-h—{1-<s>2—“

<82>:—2+<82>H[u0 (&), + (e, | +O(E)

o o

onde uma expansio binomial do tpo (1+o)!'=1-a+
O(a?), para a. < 1, foi usada para aproximar o termo de attito.

As Equagoes (8) e (9) formam a base para a obtengdo do
conjunto de equagdes lineares desejado, bastando para isso
agrupar os termos de acordo com suas ordens de

magnitude medidas por (€).

SOLUCAO DE ORDEM (1): ESCOAMENTO
PERMANENTE UNIFORME NO RIO

A primeira aproximacdo para o problema vem das
equagoes de primeira ordem:

O1): a(houo) =0 10

(D T (10)
u2

S, ——2-=0 11

° C?ho ( )

Cuja solugdo, conforme se previa, corresponde a um
simples  escoamento permanente uniforme, no qual u, e h, tém
valores constantes dados pela solucio das equagdes algé-
bricas abaixo:

2/3
_ 9
o (W] 12
fYo
u, =hi (13)

onde g, a vazdo especifica do rio, ¢ um dado do problema.

SOLUCAO DE ORDEM (g): PROPAGACAO DA
ONDA DE MARE NO INTERIOR DO RIO

O primeito efeito da maré se manifesta em O(g),
sendo obtido da solugio das equacdes:

d d d
O@©): My, Ey, Doy (14)
ot ox ox
aﬂmoai gm_ Ku’n, L 2Kugu o 5)
ot Ox Ox h? h,

Para encontrar tal solucio, os seguintes passos sio da-
dos. Supondo inicialmente que as dependéncias espacial e
temporal da solucdo possam ser separadas, e observando-se
que a hipétese (iii.) requer fungdes periédicas no tempo, as
seguintes formas parami e u; sdo admitidas como validas:

4]
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N5 = Refh, (x)e™ | (16)

u,(x,0) = Re{u1 (x)e™ } 17)

onde o simbolo Re{ } representa a parte Rea/ da funcio
complexa que segue; hi(x) e uy(x) sdo as funcdes (comple-
xas) que descrevem a estrutura espacial da perturbacdo da
altura da 4gua e da corrente provocadas pela maré. Note
que este procedimento permite eliminar as derivadas tem-
porais, j4 que ON1/0t = isn1 e Oui /Ot = isui.

Deve-se salientar que s corresponde a freqiiéncia ab-
soluta (isto é, medida a partir de um ponto fixs) da maré na
foz, potém jd no interior do tio. Como ressaltado por Vong-
visessonjai e Rojanakamthorn (1989), em teoria, s pode
diferir da freqiiéncia da maré no mar (isto ¢, fora do rio)
em vista de um possivel efeito Doppler causado pela cor-
rente u, do rio. Tal fato, no entanto, ¢ irrelevante na pre-
sente situa¢ao, uma vez que u, ¢ constante em todo o tio e,
por conseguinte, ndo ¢é possivel haver alteracdo na fre-
qiiéncia absoluta por efeito Doppler ao longo da propaga-
¢do. Além disso, conforme alertado por Vongvisessonjai e
Rojanakamthorn (1989), dados de campo nio confirmam a
existéncia de tal efeito.

Explicitando-se a seguit o valor de Oui/0x em (14)
tem-se:

Ou, is u, on, .
G B O 14-b
5 h i h o (14-bis)

o o
Substituindo-se este resultado em (15), resulta:

2

. 2Ku, u, |om,

is + u, g ——2 |—t—
o hO a)i
isu, Kul | 0 18)
h, hi M,

A expressio acima ainda possui um termo em uj o
qual, entretanto, pode ser eliminado fazendo a derivada em
relagdo a x e substituindo-se novamente a Expressido (14-
bis) para o termo Oui/0x. Fatorando-se a funcio temporal,
chega-se a seguinte equagio diferencial de segunda ordem
com coeficientes constantes para hi(x):

u?)d*h, (3Ku?  2su, |dh,

h, ) d<® | b2 h, | dx
2
25K
H o= =0 (19)
h, h?

A solucio dessa equacdo que atende as condigbes de
contorno (4) e (5) — isto ¢, uma onda progressiva que se

atenua ao avancar 1io acma a partir da foz (logo com x < 0)
— é: hi(x) = ae", onde a é uma constante a ser especificada.
Substituindo-se esta funcdo exponencial em lugar de hi(x)
na Equacio (19) obtém-se uma equacio algébrica de se-
gundo grau para o nsimero complexo k, cuja solucio é:

—B++yB? —4AC

s
k=k, +ik, =(—)| —m—m— 20
¢ ik (uo) A (20)
onde:
_| ghy
A= —2—1
uO
3Ku, .
= i2
h_s
- 2Ku
C=|1-1 = 21
h s

sdo constantes determinadas a partir dos dados de entrada.

Vale ressaltar que, até este ponto, a menos de questoes
de ordem organizacional, a abordagem do problema ¢é fun-
damentalmente idéntica a de Godin (1985) (por exemplo, as
Equagbes 18 e 19 acima correspondem as Equacgdes 10 e 11
daquele autor, uma vez feitas as adaptacoes de sinais devidas
a uma diferenca na orientagio do eixo-x). Entretanto, a
pattir daqui, o presente trabalho toma um rumo diferente.
Godin (1985) opta por usar uma forma aproximada de
solucdo para (20), enquanto que aqui nao sera feita nenhuma
aproximacio na determina¢do do parametro k.

Nas Expressoes (21), nota-se o aparecimento de dois
nimeros adimensionais. O primeiro ¢ o bem conhecido
nimero de Froude relativo ao escoamento nio perturbado:

Fr = —2 22)

que pode ser interpretado como uma relagio entre as for-
cas de inércia e as forcas de pressio (na dir-x) presentes no
escoamento e que serve como indicativo de qudo sub-
critico (nesse caso) o escoamento é. O numero de Froude
aparece na constante A, indicando que a solu¢io acima nio
se aplica quando o escoamento basico se da em regime
critico — caso este excluido do presente trabalho pela hipo-
tese (1i.).

O segundo parametro adimensional é o nimero
M, dado pot:

M = —2° 23)

Uma interpretacio fisica para este nimero adimensi-
onal pode ser obtida da seguinte forma. Analisando o
primeiro e o dltimo termo da equagdo original de momen-
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tum de Saint-Venant (Equacio 2) a luz da expansdo em
série proposta, pode-se inferir que a ordem de grandeza
das forcas de inércia e das forcas de atrito relevantes para o
fenémeno da penetragio da maré no rio sio, respectiva-
mente, su; ¢ Kuoui/h,. Assim, a ordem de grandeza da
relacdo entre essas forcas é:

. . h
inercia _ suy — 0o 28 |2 ()(M) (23-bis)
atrito Ku,u, / h, Ku,

Sob esta 6tica, M pode ser intetpretado como um in-
dicador do tipo de regime atuante neste fenémeno que
poderia variar, a principio, desde um regime controlado
predominantemente pelo atrito (M < 1) até outro contro-
lado predominantemente pela inércia (M > 1).

Ainda com relacio a Equacio (20), é importante ob-
setvar o aparecimento da grandeza dimensional), dada por:

A=—2 24)

a qual pode ser interpretada como uma escala de compri-
mento Zntrinseca da maré fluvial e que pode ser usada como
referéncia para o problema em questio. Com efeito, é
possivel re-escrever (20) na seguinte forma alternativa:

k =k, +ik; = A"'f(Fr, M) (25)

onde f é uma fun¢dao complexa dos numeros adimensionais
Fr e M exclusivamente, dada por:

. —B+B?-4AC
f=f +if, K (26)

com as constantes A, B e C expressas agora em termos de
Fr e M por:

A=(Fr?-1)
B=-(3M" +i2)
C=(1-i2M™") 27)

Obsetva-se que, de acordo com (25), Ak.=f; ¢
Ak = fi, portanto, f pode ser intetpretado como o mimero
de onda adimensional da maré fluvial. A possibilidade de se
adimensionalizar completamente a solugdo sera explorada
mais adiante.

O sinal positivo da raiz em (20) e (26) foi escolhido de
forma que f e, conseqiientemente, k pertencam ao primeiro
quadrante do plano complexo (o que implica em valores
positivos para k. e kj) correspondendo ao caso de uma onda
que se atenna 2 medida que se propaga para montante (a raiz
negativa colocaria f e k no terceiro quadrante, representando

uma onda atenuada que se propaga para jusante, um caso
fisicamente possivel que, porém, foi descartado no presen-
te problema pela hipdtese iii. a qual excluiu reflexdo da
onda maré de volta para o oceano).

A solugao do problema de O(g) para a perturbagdo
do nivel d’agua é, portanto:

N (%)= Re{aekxmt }: RC{(aekfX Yo (KixtsO }:
= (ac"™ )eos(k;x +st) 28)

sendo k; e ki dados por (20) ou, alternativamente, por (25)
e (26). A constante a acima ¢é a amplitude de oscilagio da maré
na foz, que ¢ um dos dados do problema.

Observando-se que o parimetro de ordenamento, &,
cotresponde a ordem de magnitude da solugio M em
relagdo a h,, verifica-se que:

£=— 29)

o qual, de acordo com a hipétese (ii.), deve satisfazer a
e<<1.

Os detalhes desta solucio serio ilustrados e discutidos
na continuagio do presente artigo (Parte 2); porém, dois
resultados importantes merecem desde ja ser destacados:

a. k; — a parte real do parametro k — comanda a zntensi-
dade do amortecimento da maré no interior do rio.

b. ki — a parte imaginaria do parametro k — determina o
comprimento da onda (L) no interior do rio e, por-
tanto, controla também a velocidade de propagacio
da maré (Cy) rio acima uma vez que:

S
== (30)

i

L
Cn :E

A varia¢do da velocidade da corrente do rio provoca-
da pela maré (ur) pode agora ser obtida usando-se a solu-
¢do (28) na equacdo de conservacio da massa (14-bis)
fazendo também uso da Expressao (17). O resultado é:

uy (x,£) =(be"r )Re{ei(kierstJrG) }:
= —(be"™) cos(k;x +st + 0) 31

onde b é a amplitude da oscilagio da velocidade da corrente na fog

causada pela maré e 0 é uma djferenca de fase entre o nivel da
agua e a velocidade da corrente, dados por:

b=u,(D-5) (32)

o
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-1 k r -1 fr
O=tan | ————|=mtan > (33)
Ak|” +k; lf|” +f;
onde:
1420k 1+2f;
D= 1+ ——— = [1+ 5 (34)
[k i

e |k® =kZ+k? e |fP =£2+£7,

Como uma breve verificacio da consisténcia desse
resultado, pode-se analisar um caso limite onde S, = 0, no
qual o canal fluvial se torna um canal de maré e, portanto,
a velocidade permanente do canal se anula (u, = 0). Curio-
samente, a inexisténcia de uma corrente ambiente torna o
efeito do atrito desprezivel nessa ordem de aproximacio.
As solucées, Equacdes (28) e (31), simplificam-se, nesse
caso, pata:

Ny (%,t) = acos| s(—— +1) (35)
¢h

o

X

u,(x,t) =—/gh, (a/h,)cos S(\/T+t) (36)
gho

reproduzindo assim a solu¢do para uma onda longa pro-
gressiva de pequena amplitude num canal de maré com
atrito desprezivel (ver, por exemplo, Melo Fe, 1998).

Finalmente, a diferenca de fase 0 entre o nivel da 4-
gua ¢ a velocidade da corrente, que aparece na Equa-
¢ao (31), ¢ uma decorréncia das forcas de atrito atuantes no
canal fluvial. O mesmo tipo de comportamento ¢ encon-
trado no caso de uma onda longa periédica que se propaga
num canal de fundo horizontal com corrente nula, mas sob
o efeito de forcas de atrito #do despreziveis, como mostra-
do em Dean & Dalrymple (1984, pag. 153).

SOLUCAO PERMANENTE DE ORDEM (g2):
DETERMINACAO DO EFEITO DA MARE
NO NIiVEL MEDIO DO RIO

A propagacio da onda de maré no interior do tio
provoca dois efeitos de origem nio-linear em ordem (€2).
O primeiro é o aparecimento de um harmoénico da com-
ponente principal da maré com freqiiéncia 2s e nimero de
onda 2k — conhecido na literatura de lingua inglesa como
over tide (Dronkers, 1964) — o qual distorce a forma senoidal
da onda de maré, tornando a subida do nivel mais rapida
que a descida. O segundo consiste numa variacio do nive/
miédio do rio que, portanto, nio ¢ fungio do tempo.

A distor¢io de forma acima referida é importante de
ser determinada no caso de marés de grande amplitude que

sejam capazes de se propagar por distancias correspondentes
a alguns comprimentos de onda no interior do rio. No caso
de marés de pequena amplitude, foco do presente trabalho, a
determinacio da variacdo do nivel médio do tio causada pela
maré ja é suficiente para atingir os objetivos pretendidos.

As equacoes independentes do tempo que regem o
comportamento do #ivel médio do tio corretas até O(g?),
podem ser obtidas fazendo-se uma promediacdo no perio-
do T nas equagdes de O(g?) extraidas de (8) e (9). Definin-
do inicialmente Yy como a média em T de uma grandeza
genérica \ tal que:

— 1 T
v = ved (37)

e utilizando o conhecimento prévio sobre o comportamen-
to da solu¢io em O(g?) acima aludido, tem-se que:

h(x,t) = h, +(E)M;(x,t) + ("M, (x,1) =
=h, +(* )M, (x)+O(’) (38)

u(x,6) = u, +(8)uy (x,6) + (67 )u, (x,6) =

=u, +(e*)u,(x) + O(e”) (39)

onde, 1’]_2(X) e ;(x) cotrespondem a desvios do nive/

médio e da wvelocidade média do tio em relacio a condicdo
basica h, e u,. Obsetva-se que os tetmos varidveis no tenipo —
tanto em O(g) quanto em O(€?) — desapareceram apods a
promediagdo por terem wmédia nula no petriodo T, uma vez
que suas dependéncias temporais sio proporcionais a ebt e
ezt respectivamente.

Realizando a promediacdo de cada termo das equa-
¢bes de ordem O(€?) conforme indicado acima obtém-se o
par de equacoes independentes do tempo desejado:

dn, du, +dum1 _

O(e?): +h 0 40
() o o o = (40)
u du, d
Ox dx dx
K| — 2u u? —
+—|uj +2u,u, ——>um, —— =0 &
ho( 1 ) h, 1M h, an 41)

O objetivo agora é encontrar uma solu¢do analitica
para estas equacdes diferenciais, como feito anteriormente
para O(g). Inicialmente observa-se que a Equacio (40)
pode ser integrada diretamente, fornecendo:
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— u, — 1

U =——le—h—um1—Co 42)

onde C, ¢ uma constante de integracdo.
Para conseguir uma unica equagdo em T, , substitui-
se em (41) o valor de du,/dx obtido de (40) e o proprio

u, dado por (42). O resultado pode ser escrito na forma:

— 2
ofi— 2402 {&}n_z = R(x)+S(x)+2u,C, (43)

dx hi
onde:
R(x) = | o o (44)
X = — _u —_——
ax|n, T
K(4u, — 3
S(x) = — ° (uh,)—u 45
(x) ho(ho(m) 1] (45)

sao fungoes conbecidas a partir da solucdo de O(g). Assim,
substituindo as solugoes para My — Equacdo (28) — e uy —
Equacao (31) — nas expressoes para R(x) e S(x) e efetuando
as promedia¢des indicadas, chega-se, apds alguma algebra,
a seguinte equagao diferencial nio-homogénea de primeira

ordem com coeficientes constantes para T, (x):

dn, — 2 a’ 2k, x
—==Pn, ==GD (—)e"" +(C, (46)
dx h

o

onde C; é uma nova constante de integracdo, a qual incot-
porou Co, ¢ P ¢ G sio constantes positivas definidas dadas por:

:&:L (47)
h,A  AAM
c:
G= (i){cose(kr + 25}r1[kr +£H =
Al D h, ) 2 h,
= (L)[Cose(fr Jri}rl(fr +iﬂ 48)
AA| D M) 2 M

Antes de apresentar a soluciao da Equacdo (40), ¢ in-
teressante observar o significado fisico das duas funcGes
R(x) e S(x) acima. S(x), representa claramente uma forc¢a de
atrifo que se gpde a0 movimento permanente. Ja R(x) desem-
penha o papel de uma forga (média no periodo e na coluna
d’agua) que a onda de maré faz nas dguas do rio. Esta for¢a

pode ser entendida da seguinte forma. Toda onda (progres-
siva) transporta energia e momentum os quais sio fungio da
altura da onda. Se o fluxo médio de momentum associado a uma
dada onda — conhecido como “Tensio de Radiacao” (Lon-
guet-Higgins e Stewart, 1964) — apresentar um gradiente,
havera o aparecimento de uma forga. Ora, a onda de maré, ao
ser atenuada no interior do tio, tem sua altura diminuida
numa distdncia curta (em relacio ao comprimento da onda)
gerando assim o gradiente (na dire¢io do eixo do rio) de
tensdo de radiacdo necessario para criar a for¢a acima men-
cionada. O surgimento dessa for¢a provoca uma diminuicdo
de velocidade (freamento) nas aguas do rio na regido sob
efeito da maré fluvial que, por conservacio da massa, da
origem a uma sobre-elevagdo do nivel médio.

Curiosamente, um mecanismo analogo ocorre na
zona de arrebentagdo de uma praia ocednica, onde as
ondas geradas pelo vento sio também dissipadas numa
curta distancia. A forca proveniente das tensdes de radia-
¢do que surgem na zona de arrebentagdo promove, i-
gualmente nesse caso, uma sobre-elevacao do nivel médio
do mar conhecido na literatura de lingua inglesa como
wave set-up.

Retornando ao problema, é possivel obter a solugdo
geral da Equacio (46) de forma bastante simples (ver Atf-
ken, 1985, pag. 443):

— GD? |a%? 5. C
x) = Cpe™™ 4| ——— () - =L 49
Ny (x) =C, {P—Zkr}(ho) b (49)

onde as constantes C; e Cy devem ser determinadas em
funcdo das condicbes de contorno do problema. De acor-
do com a hipétese (iii.), a maré ird necessariamente dissi-
par-se totalmente no interior do rio. Assim, a condi¢do (4)
requer que lim, ., ., M,(x)=0 e, portanto, C;=0. A
segunda constante de integracio, C, esta relacionada com
a posicdo do nivel wédio na foz. Como a hipétese (ii.) re-
quer que o escoamento basico do rio seja permanente e
uniforme, nao pode haver, no presente caso, desvio do nivel
médio em relagdo a h, na foz e, assim, M, (0)=0.

A solugao final para o desvio do nivel médio do rio
em relagio a h, pode finalmente ser escrita como:

() =<f1—2>E(eP" o) (50)

o

onde E ¢é dado por:

(51)
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Uma vez determinado M, (x), a variacio da velocida-
de média (permanente) associada — u,(x) — é dada por (42)
(com C, = 0). O resultado é:

a 2 Dcos 962er

uy(x) = —uo[ﬁz (x) - (E) — (52)

Com isto conclui-se a solu¢io do problema.

RESUMO DOS RESULTADOS

O fenémeno da maré fluvial foi estudado por meio
das equag¢oes de Saint-Venant. A solugio encontrada pet-
mite determinar a posi¢do da superficie da 4gua e a veloci-
dade (média na se¢ao) da corrente em fung¢do dos parame-
tros basicos do problema.

Os dados de entrada para a solugdo sio: q — vazdo
por unidade de largura; S, — declividade do fundo do rio;
C¢ — coeficiente de Chezy; s — freqiiéncia da “maré”; a —
amplitude da oscilagiao do nivel da agua na foz; g — acelera-
¢do da gravidade.

O nivel da agua h(x,t) e a velocidade da corrente
u(x,t) do rio sio dados pelas Expressoes (53) e (54) abaixo
lembrando que, de acordo com o sistema de coordenadas
utilizado, x < 0 rio acima a partir da foz.

h(x,t) = h0{1 + (hi)eer cos(kx +st) +

o

h

o

+(1)2E(e"" — 2k )} (53)

o

_(i)z[E(er —eZkIX)— D cos eezer}} (54)

u(x,t) = uo{l —(hi)De“rx cos(k;x +st+0)—

onde h, e u, sdo obtidos de (12) e (13); k, e k; sdo obtidos
de (20) ou (25)-(26); 8 ¢ obtido de (33); D é obtido de (34);
P ¢ obtido de (47); G ¢ obtido de (48); E ¢ obtido de (51).

Caso se deseje, a vazao por unidade de largura q(x,t)
pode ser prontamente obtida de (53) e (54), lembrando que
q = hu.

Ressalta-se que a presente solucido sé ¢é valida quan-
do a amplitude de oscilagio da maré na foz for uma fra-
¢do da altura d’igua no rio, ou seja: € = a/h, << 1. Nesta
solucdo, o nivel d’agua e a velocidade instantineos sio
corretos até O(e) porém incorporam um efeito perma-
nente em O(e?).

EXPRESSAO ANALITICA PARA CURVAS
DE REMANSO TIPO M1 e M2:
CASO LIMITE COM T — o©

Um resultado suplementar pode ser obtido estudan-
do-se o comportamento da presente solugio no caso de
uma oscilacio com periodo infinitamente longo. Matema-
ticamente, basta calcular o limite das funcoes encontradas
quando T — © ou, equivalentemente, s — 0. Assim, to-
mando lim,_, ¢ das Equagbes (20), (21), (33), (34), (48) e
(51) chega-se aos seguintes resultados:

s=0; k;=0; k,=P; 6=0; D=1,

GG =t 243
2A 6

E=E,, = (55)

Do ponto de vista fisico, é de se supor que efeitos i-
nerciais oriundos da oscilacio do nivel na foz tornem-se
cada vez menos importantes a2 medida que o petiodo da
oscilacdo aumenta. Assim sendo, é de se esperar que o caso
limite de uma oscilagao de perfodo nfinitamente longo coinci-
da com a soluc¢do do caso permanente, ou seja, uma curva de
remanso.

Observando os limites encontrados, confirma-se que
a variacdo temporal da solucido deixou de existir uma vez
que ki = 0. Portanto, chega-se a seguinte expressiao analiti-
ca para cutrvas de remanso do tipo M1 e M2:

B e (x) = ho[l + <hi>e1’x + <hi>2Emm (ePr = e2es )} (56)

o o

O sinal (+) em (56) corresponde a curva tipo M1 e o
sinal (-) a curva tipo M2.

Para obter a velocidade de forma consistente com a
aproximacio usada basta lembrar que, para um escoamen-
to permanente q = uoch, = constante, logo:

(x) = 2elo 57
o h rem (X)

Uma comparagdo desse resultado com curvas de re-
manso obtidas numericamente pelo “Step Method” (ver,
por exemplo, Sellin, 1969) ¢é apresentada no apéndice.

CONSIDERACOES FINAIS: FORMA
ADIMENSIONAL DA SOLUGAO

Como conclusio deste trabalho, sera feita uma ultima
verificagdo da presente teoria fazendo uso da Analise Di-
mensional.
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Inicialmente, verifica-se que a solucio apresentada a-
cima envolve um conjunto de seis grandezas fisicas fun-
damentais:

q: SO’ Cf: S) a: g (58)

assim distribuidas:

e Rio: q, S, Cr ou, equivalentemente, usando a hipétese
de que o escoamento basico se d4 em regime perma-
nente uniforme: h,, u,, Cg;

Maré: s, a;
Gravidade: g.

Considerando que as dimensdes basicas necessarias pa-
ra exprimir dimensionalmente as variaveis sao em numero de
3, sabe-se, de acordo com o teorema dos T de Buckingham
(ver, por exemplo, Shames, 1962, cap. 7) que o fenémeno
fisico em estudo deve poder ser completamente descrito por
meio de 6 - 3 = 3 grupos adimensionais izdependentes, forma-
dos a partir das seis grandezas acima. Pode mesmo?

Para proceder a essa verificagdo, observa-se que as
solugbes (53) e (54) podem ser escritas na seguinte forma
totalmente adimensional:

h'(x,th) =1+ gef cos(f;x"+t") +

+e?B(eP = o2 ) (59)

u/(x,t") = 1—eDe™ cos(f,x' +t'+0) -

. DecosOd .
_SZ[E(er _ o2 )— C;S ezng (60)
onde:
h
h'=—; u'El; X’EE; t'=ts 61)
h, u, A

correspondem a formas adimensionalizadas da altura d’agua
(), velocidade da cotrente (u’), distdncia (X’) e tempo (),
sendo P’ uma versdo adimensional de P, dada por:

3
P=— 62
AM 2

Observando-se com atengdo as expressoes que defi-
nem os parametros f, fi, D, 0, G, E ¢ P, constata-se que
todos eles sdo determinados exclusivamente a partir dos nime-
ros adimensionais Fr e M. Assim sendo, as Expressoes (59)
e (60) confirmam que o problema da maré fluvial é real-
mente completamente determinado por trés grupos adimensi-
onais, como previa o teorema de Buckingham:

h'(x,t") = O(e, Fr, M)

ot o (03)
u'(x',t") =Q(e,Fr,M)

onde, @ e¢ Q representam relagdes funcionais entre os
grupos adimensionais independentes:

2
Fre u, M h sC;

a
e=—j;
h, gh, gu,

©4)

Portanto, verifica-se que a teoria desenvolvida no
presente trabalho conduz a resultados perfeitamente con-
sistentes com principios basicos da Analise Dimensional.

CONCLUSAO

O presente trabalho enfocou o fenémeno da maré fluvi-
al sob a dtica do rio. A maré fluvial foi modelada como uma
oscilagiao peribédica de pequena amplitude que penetra num
fio (canal inclinado) de geometria simplificada, cujo escoa-
mento basico se dd em regime permanente uniforme sub-
ctitico. Uma solugio analitica para o problema foi estabelecida
pelo método das perturba¢Ges, tomando partido da petiodici-
dade intrinseca do fendmeno e do fato que ndo ha inversdo de
fluxo no rio. A solugio ¢é funcio de trés parametros adimensi-
onais: € (relagio entre amplitude da maré na foz e altura da
agua do rio), Fr (nimero de Froude relativo ao escoamento
basico) e M (anilogo ao nimero de Reynolds e que mede a
magnitude relativa das forcas de inércia e de atrito no escoa-
mento induzido pela maré). Aplicacbes da presente teotia sao
apresentadas no artigo a seguir (Melo I 2, 2002).

APENDICE

CURVAS DE REMANSO M1 E M2: COMPARAGAO
ENTRE A SOLUGAO ANALITICA E O “STEP
METHOD?”

Como ilustracio do grau de precisao da aproximacio anali-
tica obtida para curvas de remanso M1 e M2, apresenta-se a
seguir uma comparagio das curvas dadas por (56) com curvas de
remanso calculadas numericamente através do chamado “Step
Method”. O exemplo utilizou os seguintes valores numéricos:
q=4.6 m3%!/m; S, = 1:12000; C¢ = 30 m'/2/s ea = £ 0.5 m.

De acordo com a teoria, a solugio deve ser precisa quando
€ << 1. Para os valores escolhidos, h, = 6.56 m (obtido da Equa-
¢ao 12) e, portanto, € = 0.076, ou seja, € = O(0.1). Mesmo sendo
apenas uma ordem de grandeza menor que 1, a solugio analitica
para a curva de remanso da resultados bem préximos da solugio
numérica, como se pode verificar na Figura Al.

Uma comparagio semelhante com € = 0.01 (ndo apresen-
tada) mostra uma coincidéncia completa entre as solugdes analiti-
ca e numérica.
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River Tides. Part 1: Theory
ABSTRACT

The phenomenon of river tides is studied by means of the Saint-
Venant equations. A perturbation method is wused to obtain an
analytical solution to the case of a periodic oscillation (tide) with a
small amplitude that penctrates into a river with a simplified geometry
in which there is a backgronnd flow in steady nniform and sub-critical
regime. The solution is corvect to order (€) (with &= a/bh, where
a=amplitude of the tide at the mouth and h, = mean water level of
the river) but includes a steady effect in order (€). The solution is cast
in terms of 3 non-dimensional parameters & Fr (Froude number)
and M (a Reynolds-like number that measures the relative magnitude
of inertia and friction forces in the tidally induced flow). Examples of
application of the solution and an investigation of some aspects of the
phenomenon are presented in the following paper.

Key Words: tides; fluvial; modelling.



