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ANÁLISE COMPARATIVA DA DISPERSÃO DE POLUNTES EM RIOS POR 

MEIO DOS MÉTODOS NUMÉRICOS DE ELEMENTOS FINITOS E 

DIFERENÇAS FINITAS E DA SOLUÇÃO ANALÍTICA 

Érika da Justa Teixeira Rocha1, Germana Cavalcante Menescal2, Ernesto da Silva Pitombeira3 & 

Marco Aurélio Holanda de Castro4 

RESUMO --- A poluição de um curso d’água devido ao lançamento de efluentes pode 
comprometer toda a bacia hidrográfica do rio em questão. Assim, uma gestão eficiente dos recursos 
hídricos requer o desenvolvimento de instrumentos tecnológicos e de sistemas de informação que 
sejam capazes de conhecer o sistema hídrico e a dinâmica do transporte de contaminantes, além de 
criar condições técnicas que possam servir de suporte à tomada de decisões relacionadas a diversos 
setores. Como conseqüência, os modelos de qualidade da água se apresentam como ferramenta de 
valor imprescindível nessa tomada de decisões. Neste trabalho foi tratado o derramamento de uma 
substância conservativa em um rio com o objetivo de determinar a distribuição deste poluente ao 
longo do rio, para o caso unidimensional, no tempo e no espaço, comparando a solução analítica da 
equação que descreve esse fenômeno com as soluções numéricas obtidas pelo Método dos 
Elementos Finitos e pelo Método das Diferenças Finitas. Os resultados obtidos neste trabalho estão 
compatíveis com os processos observados na realidade, mesmo com as simplificações feitas, 
garantindo a confiabilidade na aplicação desses métodos. 
 
ABSTRACT --- Pollution in a river due to the release of effluents may threaten the whole 
watershed. Therefore, an efficient management of water resources requires the development of 
information systems which are capable of recognizing the hydrologic system and the dynamics of 
contaminants transportation, as well as create technical conditions that may help decision taking 
related to many sectors.  So, the water quality models are a very important tool in this decision 
taking. In order to determine the distribution of a pollutant along the river a pulse of a conservative 
substance is poured into the river.  Analytic and numerical solutions by using Finite Elements 
Methods and Finite Difference Methods to the one-dimensional case are shown in order to compare 
them. The methods used show a good fit, what guarantees their reliability. 
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1 - INTRODUÇÃO 

Desde seus primórdios a humanidade tratou a água como um bem público e inesgotável que 

poderia ser utilizado sem nenhum controle. Acreditava-se na plena capacidade de renovação dos 

recursos hídricos através do ciclo hidrológico. 

Entretanto, nas últimas décadas tem havido uma maior preocupação, tanto com a quantidade, 

como com a qualidade da água, por parte da sociedade com um todo, pois um dos principais 

problemas dos recursos hídricos superficiais é a alta carga poluidora que os mesmos recebem. Este 

problema tem sido agravado com a demanda por água cada vez maior e com a irregularidade das 

chuvas. 

A poluição de um curso d’água devido ao lançamento de efluentes não é limitada ao trecho do 

rio onde ocorre o lançamento da carga poluidora. Dependendo da capacidade de depuração de um 

determinado rio, essa carga poluidora pode comprometer toda a bacia hidrográfica do rio em 

questão. 

Neste contexto, uma gestão eficiente dos recursos hídricos requer o desenvolvimento de 

instrumentos tecnológicos e de sistemas de informação que sejam capazes de conhecer o sistema 

hídrico e a dinâmica do transporte de contaminantes, além de criar condições técnicas que possam 

servir de suporte à tomada de decisões relacionadas a diversos setores. Como conseqüência, os 

modelos de qualidade da água se apresentam como ferramenta de valor imprescindível nessa 

tomada de decisões. 

Neste trabalho foi tratado o problema do derramamento de 5kg de uma substância 

conservativa a uma distância de 400 m à montante de um ponto de referencia. O objetivo deste 

trabalho é determinar a distribuição deste poluente no rio, ou seja, a variação da sua concentração 

(c), para o caso unidimensional, no tempo e no espaço, comparando a solução analítica da equação 

que descreve esse fenômeno com as soluções numéricas obtidas pelo Método dos Elementos Finitos 

e pelo Método das Diferenças Finitas. 

2 – REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 

Atualmente diversas classes de métodos numéricos estão disponíveis para a solução de 

equações diferenciais parciais encontradas nos vários ramos da física e engenharia, incluindo-se 

diferenças finitas, espectral, volumes finitos, elementos finitos e método dos elementos de contorno. 

As duas primeiras classes requerem que a geometria do domínio da solução seja suficientemente 

simples em alguns sistemas de coordenadas retilíneas ou curvilíneas. 

O método das diferenças finitas baseia-se na aproximação das derivadas por diferenças 

finitas a partir do truncamento da série de Taylor. Neste método, uma equação diferencial (de 
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natureza contínua) é substituída por uma série de equações algébricas, chamadas de diferenças 

finitas, em pontos discretos.  Estas equações algébricas são então resolvidas por métodos de 

matrizes. 

A solução numérica fornece valores para apenas um número predeterminado e finito de pontos 

no interior do domínio considerado. Se for necessária a solução sobre N pontos do domínio, deve-se 

construir N equações e determinar N incógnitas (Wang e Anderson, 1985). 

O método dos elementos finitos representa uma forma de encontrar soluções aproximadas 

para equações diferenciais nas quais o domínio da solução é dividido em uma série de elementos 

geométricos simples chamados de elementos finitos (Menescal, 2003). 

O MEF originou-se de uma variação do procedimento de Raleigh-Ritz para solução de 

problemas de estruturas. O conceito fundamental do método dos elementos finitos é que qualquer 

região é composta de elementos. Desta forma, o comportamento geral de um sistema pode ser 

determinado, considerando-se o comportamento de seus componentes (subsistema). O primeiro 

passo é subdividir uma região em regiões menores (elementos). Cada elemento é conectado nos nós 

(Al-Khafaju e Tooley, 1986). 

O objetivo da maioria das análises é determinar funções desconhecidas, chamadas de variáveis 

dependentes que satisfaça um dado conjunto de equações diferenciais num determinado domínio ou 

região e algumas condições de contorno no contorno do domínio (coleção de pontos no espaço). 

Usa-se o símbolo Ω  para denotar um domínio arbitrário e Γ  para denotar seu contorno. Quando as 

variáveis dependentes são funções de duas variáveis independentes (x e y) o domínio bi-

dimensional é uma superfície e o contorno é a curva que a envolve (Reddy, 1993).    

Na análise de elementos finitos em problemas unidimensionais está envolvida a discretização 

de uma malha de elementos finitos, consistindo de elementos lineares que permitem a derivação de 

funções de interpolação. A habilidade de representar domínios com geometrias irregulares torna o 

método uma ferramenta prática valiosa para a solução de problemas de engenharia (Reddy, 1993). 

O método dos elementos finitos é, portanto, uma técnica na qual um dado domínio é 

representado como uma coleção de subdomínios, chamados elementos finitos, de forma que seja 

possível construir sistematicamente funções de aproximação necessárias a uma aproximação 

variacional para aproximação da solução. 

2.1 – Formulação do problema  

A equação que governa o transporte de poluentes em rios, sujeito à advecção e difusão é: 
2 2 2

2 2 2

C C C C C C C CU C u v w D
t t x y z x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ ∇ = + + + = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

                                          (1) 
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Para este trabalho vamos utilizar somente a dispersão ao londo do eixo-x, com isso a equação 

torna-se: 
2

2

C C Cu D
t x x

∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂
                                                                                                               (2) 

A solução analítica da equação é: 
2(x ut )

p 4Dt
m

C(x, t) e
2 Dt

− −

=
π

                                                                                                        (3) 

Admite-se que: 

• A velocidade U (m/s) é constante; 

• A área molhada A (m2) é constante; 

• A concentração do poluente é uma função de x e de t; 

• O regime de fluxo é transiente; 

• O poluente é conservativo. 

O Quadro 1 mostra as características do rio. 

Quadro 1 – Dados característicos do rio. 
PARÂMETROS VALORES 

Profundidade (h) 1,00 m 
Largura (B) 60,00 m 
Velocidade (U) 2.400 m/h 
Vazão (Q) 144.000 m3/h 
Dispersão (D) 150.000 m2/h 
Área Transversal (A) 60,00 m2 

3 – MÉTODOS NUMÉRICOS 

Os métodos numéricos utilizados netas simulação são: método das diferenças finitas e doa 

elementos finitos. 

3.1 - Método das Diferenças Finitas (MDF) 

A solução numérica utilizando o Método das Diferenças Finitas Explicito pode ser encontrada 

substituindo os termos da equação 02 pelas seguintes equações: 

C C(i, j 1) C(i, j)
t t

∂ + −
=

∂ Δ
                                                                                                         (4) 

C C(i 1, j) C(i 1, j)
x 2 x
∂ + − −

=
∂ Δ

                                                                                                     (5) 

2

2 2

C C(i 1, j) 2C(i, j) C(i 1, j)
x x
∂ + − + −

=
∂ Δ

                                                                                    (6) 

Aplicando estas equações na equação geral do transporte (Equação 2) encontra-se que: 
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2 2 2

D t U t 2D t D t U tC(i, j 1) C(i 1, j) 1 C(i, j) C(i 1, j)
x x x x x
Δ Δ Δ Δ Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = − + + − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                (7) 

Onde: U t
2 x
Δ

α =
Δ

 e 2

D t
x
Δ

β =
Δ

. 

Assim: 

( ) ( ) ( )C(i, j 1) C(i 1, j) 1 2 C(i, j) C(i 1, j)+ = β−α + + − β + β+α −                                             (8) 

Sendo x 200mΔ =  e t 0,02hΔ = encontramos que: 0,12α =  e 0,15β = . Substituindo estes 

valores na equação (8) tem-se: 

C(i, j 1) 0,03C(i 1, j) 0,76C(i, j) 0, 27C(i 1, j)+ = + + + −                                                          (9) 

As condições iniciais e de contorno aplicadas são: 

• i = 1 a 10; 

• j = 1 a 10; 

• C(3,1) = 0,833 g/m3; 

• A concentração nas outras células iniciais (i =1 ou j=1) é zero. 

3.2 - Método dos Elementos Finitos (MEF) 

Será analisada a equação que rege a dispersão de poluentes em rios para um caso 

unidimensional e transiente. Como se trata de um método de aproximação da solução exata (método 

dos resíduos ponderados), a equação diferencial não é igual a zero, e sim a um valor residual que 

diminui à medida que se aproxima da solução exata. 

Devido a isso a equação diferencial que rege o problema (2) será igualada a um resíduo R(x) 

que será tanto menor quanto mais próximo a solução numérica estiver da solução exata. 

Aplicando o método de Galerkin, ou seja, substituindo a função de ponderação pela função de 

forma, tem-se: 

[ ]TiN (x)R(x)dx N R(x)dx= =∫ ∫ 0                                                                                    (10) 

Substituindo a equação (2) por R(x) em (10) tem-se: 

[ ]T C C CN D U dx
x x x t

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ − − =⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ 0                                                                             (11) 

Resolvendo a equação (11) encontra-se: 

[ ] { } [ ] { }

[ ] { }

j jj

i i i

j

i

x xTx
T Te

e e
x x x

x
eT

x

d N d N d NCN D D dx. C N U dx. C
x dx dx dx

C
N N dx. 0

t

⎡ ⎤∂ ⎣ ⎦⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂

∂
⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ∂

∫ ∫

∫
                             (12) 

Reescrevendo a equação (12) na forma matricial tem-se: 
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[ ] { } [ ]{ } { }e
e e

C
C D U C f

t
∂

+ + =
∂

                                                                                          (13) 

Para resolver numericamente o sistema montado pela equação (13), subdivide-se o período de 

analise em um número N de incrementos de tempo. Os valores nodais desconhecidos no tempo 

seguinte (k + 1) são calculados da seguinte forma: 

[ ] { } [ ]{ } { }
K

K Ke
e e

C
C D U C f

t

+θ
+θ +θ∂⎛ ⎞

+ + =⎜ ⎟
∂⎝ ⎠

                                                                        (14) 

Onde θ  é um fator de tempo que varia entre 0 e 1. 

A derivada em relação ao tempo é resolvida pelo MDF. Assim: 

{ } K k 1 k
e

C (C C )
t t

+θ
+∂⎛ ⎞ −

=⎜ ⎟
∂ Δ⎝ ⎠

                                                                                                  (15) 

Conhecendo o valor de kC  e sabendo que os valores nodais irão variar linearmente, pode-se 

calcular os valores nodais no passo de tempo seguinte por: 

{ }( )K k k 1
e

C (1 )C C
+θ += − θ + θ                                                                                               (16) 

Substituem-se as equações (15) e (16) em (14) para obter um sistema de equações algébricas. 

[ ] [ ] { }
k 1 k

K 1k k 1
e

(C C )C D U (1 )C C f
t

+
++⎛ ⎞− ⎡ ⎤+ + −θ + θ =⎜ ⎟ ⎣ ⎦Δ⎝ ⎠

                                                    (17) 

A partir da equação (17) podem-se obter diversos esquemas de acordo com o valor adotado 

para θ . Neste trabalho utiliza-se o esquema explicito, onde 0θ = . Desta forma a equação (17) 

reduz a: 

[ ] [ ] { }
k 1 k

K 1k
e

(C C )C D U (C ) f
t

+
+⎛ ⎞−

+ + =⎜ ⎟Δ⎝ ⎠
                                                                           (18) 

O exemplo teórico, unidimensional, de contaminação em rios idealizado neste trabalho foi 

montado para um rio com as características apresentadas no Quadro 1. O domínio é representado 

pelo rio, iniciando 400m a montante do ponto de lançamento do contaminante. As condições 

iniciais e de contorno aplicadas são: C(3,1) = 0,833 g/m3, C(i,1) = 0 e C(1,j) = 0.  

Estes parâmetros foram aplicados nas equações encontradas e a sua resolução foi feita no 

Excel. Os resultados obtidos com a aplicação das equações para a solução analítica e para as 

soluções numéricas encontradas serão apresentados a seguir. 

4 – RESULTADOS E DISCUSSÕES 
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A partir das resoluções das equações 3, 9 e 18 obteve-se o valor da concentração em cada 

ponto do domínio e para cada tempo especificado. Os resultados obtidos com a solução analítica, 

MDF e MEF estão apresentados nos quadros 2, 3 e 4, respectivamente. 

Quadro 2 – Variação da concentração do poluente no tempo e no espaço pela solução exata. 
X 0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 
0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

200 0,00 0,00 0,01 0,01 0,01 0,01 
400 0,83 0,36 0,21 0,14 0,10 0,07 
600 0,00 0,06 0,19 0,23 0,22 0,19 
800 0,00 0,00 0,01 0,04 0,09 0,13 

1000 0,00 0,00 0,00 0,00 0,01 0,02 
1200 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
1400 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
1600 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
1800 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
2000 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

 

Quadro 3 – Variação da concentração do poluente no tempo e no espaço pelo MDF. 
Nó 0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 
1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
2 0,00 0,03 0,04 0,04 0,04 0,03 
3 0,83 0,60 0,43 0,32 0,24 0,19 
4 0,00 0,23 0,32 0,34 0,33 0,30 
5 0,00 0,00 0,06 0,13 0,18 0,22 
6 0,00 0,00 0,00 0,02 0,05 0,08 
7 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,02 
8 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
9 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
 

Quadro 4 – Variação da concentração do poluente no tempo e no espaço pelo MEF. 
Nó 0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 
1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
2 0,00 0,02 0,03 0,04 0,04 0,03 
3 0,83 0,58 0,42 0,31 0,24 0,19 
4 0,00 0,22 0,31 0,33 0,32 0,30 
5 0,00 0,00 0,06 0,13 0,18 0,21 
6 0,00 0,00 0,00 0,02 0,05 0,08 
7 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,02 
8 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
9 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
 

O comportamento da concentração ao longo do rio após uma descarga pontual de 

contaminante a 400m de um ponto de referência está mostrada nas Figuras 1, 2 e 3. Pode-se 

observar que a concentração cresce até um valor máximo e se desloca ao logo do rio como uma 

função impulso, tendendo a decrescer devido à autodepuração do manancial. 

Observando as Figuras 1, 2 e 3 podemos comparar os resultados obtidos nas diferentes 

metodologias no tempo igual a 0,02h, 0,04h e 0,06h, respectivamente. Os métodos numéricos têm 
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respostas praticamente iguais, ficando a diferença na 3ª casa decimal, e ambos estão bastante 

próximos da solução exata. 

CONCENTRAÇÃO (T = 0,02h)
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Figura 1 – Variação da concentração de um determinado poluente num rio para t = 0,02h. 

 

CONCENTRAÇÃO (T = 0,04h)
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Figura 2 – Variação da concentração de um determinado poluente num rio para t = 0,04h. 

CONCENTRAÇÃO (T = 0,06h)
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Figura 3 – Variação da concentração de um determinado poluente num rio para t = 0,06h. 
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Observa-se também nas Figuras 1, 2 e 3, que o espalhamento do contaminante se dá tanto à 

montante quanto à jusante do ponto de lançamento. Devido à direção do curso do rio as 

concentrações são maiores à jusante. 

As soluções numéricas dadas pelos métodos de elementos finitos e de diferenças finitas 

apresentaram resultados iguais - fato já esperado. A solução numérica (MDF e MEF) pelo método 

explícito comparada à solução analítica mostrou-se próxima, porém para um maior acoplamento das 

curvas seria necessário buscar uma melhor relação dos parâmetros xΔ  e tΔ , de forma a aproximar 

o comportamento da concentração. 

A Figura 4 mostra o caminhamento da pluma de contaminante pelo rio para 6 (seis) passos de 

tempo. Pode-se observar que o a contaminação vai reduzindo à medida que se afasta do ponto de 

lançamento. Isto ocorre devido à autodepuração do manancial. 

Concentração X Tempo (MEF)
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Figura 4 – Caminhamento da pluma de contaminante pelo método dos elementos finitos, com o 

tempo em horas. 
 

5 – CONCLUSÕES 

A maior parte dos modelos de qualidade de água de rios é composta de modelos mecânicos. 

As equações geralmente possuem soluções analíticas apenas para condições de contorno 

específicas, entretanto, na maioria dos casos práticos não existe uma solução analítica e é necessário 

resolver as equações diferenciais por métodos numéricos. Como conseqüência, os modelos de 

qualidade da água se apresentam como ferramenta de valor imprescindível nessa tomada de 

decisões e nas previsões de cenários. 

Supor que o transporte de um poluente em um rio seja um problema unidirecional, implica na 

consideração da pluma de contaminantes apenas na direção longitudinal, o que não corresponde à 

realidade, principalmente na região do lançamento. Isto implica que se deve ter bastante cuidado 

com a manipulação e interpretação dos resultados obtidos. 
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Aproximar a derivada de tempo pelo método das diferenças finitas tem sido a maneira mais 

comum de tratar a parte transiente da equação de transporte. No entanto, deve-se tomar cuidado 

com esse procedimento, pois este tratamento pode gerar erros consideráveis de oscilação e 

instabilidade numérica. Assim, para estudos de estabilidade numérica, a limitação do número de 

Péclet tem sido a estratégia mais utilizada. 

Apesar da solução pelo método das diferenças finitas resultar em dados de concentração 

apenas nos nós da malha, enquanto o método de elementos finitos dá esse resultado em todo o 

elemento, seus valores foram bastante próximos. Entretanto, diversificando a complexidade do 

domínio poderá ser observadas diferenças entre os métodos. 

Os resultados obtidos neste trabalho estão compatíveis com os processos observados na 

realidade, mesmo com as simplificações feitas, garantindo a confiabilidade na aplicação desses 

métodos. 
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