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RESUMO --- A poluicdo de um curso d’dgua devido ao lancamento de efluentes pode
comprometer toda a bacia hidrogréafica do rio em questdo. Assim, uma gestdo eficiente dos recursos
hidricos requer o desenvolvimento de instrumentos tecnoldgicos e de sistemas de informacgédo que
sejam capazes de conhecer o sistema hidrico e a dindmica do transporte de contaminantes, além de
criar condigdes técnicas que possam servir de suporte a tomada de decisGes relacionadas a diversos
setores. Como conseqiiéncia, os modelos de qualidade da agua se apresentam como ferramenta de
valor imprescindivel nessa tomada de decisdes. Neste trabalho foi tratado o derramamento de uma
substancia conservativa em um rio com o0 objetivo de determinar a distribui¢do deste poluente ao
longo do rio, para o caso unidimensional, no tempo e no espago, comparando a solugédo analitica da
equacdo que descreve esse fendmeno com as solugdes numéricas obtidas pelo Método dos
Elementos Finitos e pelo Método das Diferengas Finitas. Os resultados obtidos neste trabalho estéo
compativeis com 0s processos observados na realidade, mesmo com as simplificacbes feitas,
garantindo a confiabilidade na aplicacdo desses métodos.

ABSTRACT --- Pollution in a river due to the release of effluents may threaten the whole
watershed. Therefore, an efficient management of water resources requires the development of
information systems which are capable of recognizing the hydrologic system and the dynamics of
contaminants transportation, as well as create technical conditions that may help decision taking
related to many sectors. So, the water quality models are a very important tool in this decision
taking. In order to determine the distribution of a pollutant along the river a pulse of a conservative
substance is poured into the river. Analytic and numerical solutions by using Finite Elements
Methods and Finite Difference Methods to the one-dimensional case are shown in order to compare
them. The methods used show a good fit, what guarantees their reliability.
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1- INTRODUCAO

Desde seus primérdios a humanidade tratou a agua como um bem publico e inesgotavel que
poderia ser utilizado sem nenhum controle. Acreditava-se na plena capacidade de renovacdo dos
recursos hidricos através do ciclo hidroldgico.

Entretanto, nas ultimas décadas tem havido uma maior preocupacdo, tanto com a quantidade,
como com a qualidade da &gua, por parte da sociedade com um todo, pois um dos principais
problemas dos recursos hidricos superficiais € a alta carga poluidora que 0os mesmos recebem. Este
problema tem sido agravado com a demanda por agua cada vez maior e com a irregularidade das
chuvas.

A poluicdo de um curso d’agua devido ao langcamento de efluentes néo é limitada ao trecho do
rio onde ocorre o lancamento da carga poluidora. Dependendo da capacidade de depuragdo de um
determinado rio, essa carga poluidora pode comprometer toda a bacia hidrografica do rio em
questao.

Neste contexto, uma gestdo eficiente dos recursos hidricos requer o desenvolvimento de
instrumentos tecnoldgicos e de sistemas de informacdo que sejam capazes de conhecer o sistema
hidrico e a dinamica do transporte de contaminantes, além de criar condi¢fes técnicas que possam
servir de suporte a tomada de decisBes relacionadas a diversos setores. Como consequéncia, 0s
modelos de qualidade da agua se apresentam como ferramenta de valor imprescindivel nessa
tomada de decisoes.

Neste trabalho foi tratado o problema do derramamento de 5kg de uma substancia
conservativa a uma distancia de 400 m a montante de um ponto de referencia. O objetivo deste
trabalho é determinar a distribuicdo deste poluente no rio, ou seja, a variagdo da sua concentracao
(c), para o caso unidimensional, no tempo e no espago, comparando a solucdo analitica da equacao
que descreve esse fendbmeno com as solu¢Bes numéricas obtidas pelo Método dos Elementos Finitos

e pelo Método das Diferencas Finitas.
2 - REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Atualmente diversas classes de métodos numeéricos estdo disponiveis para a solucdo de
equacdes diferenciais parciais encontradas nos varios ramos da fisica e engenharia, incluindo-se
diferencas finitas, espectral, volumes finitos, elementos finitos e método dos elementos de contorno.
As duas primeiras classes requerem que a geometria do dominio da solugdo seja suficientemente
simples em alguns sistemas de coordenadas retilineas ou curvilineas.

O método das diferencas finitas baseia-se na aproximacdo das derivadas por diferencas

finitas a partir do truncamento da série de Taylor. Neste método, uma equacgdo diferencial (de
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natureza continua) é substituida por uma série de equacdes algébricas, chamadas de diferengas
finitas, em pontos discretos. Estas equacdes algebricas sdo entdo resolvidas por métodos de
matrizes.

A solucdo numérica fornece valores para apenas um nimero predeterminado e finito de pontos
no interior do dominio considerado. Se for necesséria a solugdo sobre N pontos do dominio, deve-se
construir N equaces e determinar N incognitas (Wang e Anderson, 1985).

O método dos elementos finitos representa uma forma de encontrar solu¢bes aproximadas
para equacdes diferenciais nas quais o dominio da solucdo é dividido em uma série de elementos
geométricos simples chamados de elementos finitos (Menescal, 2003).

O MEF originou-se de uma variagdo do procedimento de Raleigh-Ritz para solucdo de
problemas de estruturas. O conceito fundamental do método dos elementos finitos € que qualquer
regido € composta de elementos. Desta forma, o comportamento geral de um sistema pode ser
determinado, considerando-se 0 comportamento de seus componentes (subsistema). O primeiro
passo é subdividir uma regido em regides menores (elementos). Cada elemento € conectado nos nos
(Al-Khafaju e Tooley, 1986).

O objetivo da maioria das analises é determinar fun¢fes desconhecidas, chamadas de variaveis
dependentes que satisfaca um dado conjunto de equacGes diferenciais num determinado dominio ou
regido e algumas condi¢cdes de contorno no contorno do dominio (colecdo de pontos no espaco).
Usa-se 0 simbolo © para denotar um dominio arbitrario e I para denotar seu contorno. Quando as
varidveis dependentes sdo funcBes de duas variaveis independentes (X e y) o dominio bi-
dimensional é uma superficie e o contorno é a curva que a envolve (Reddy, 1993).

Na analise de elementos finitos em problemas unidimensionais estd envolvida a discretizacéo
de uma malha de elementos finitos, consistindo de elementos lineares que permitem a derivacdo de
funcBes de interpolacdo. A habilidade de representar dominios com geometrias irregulares torna o
método uma ferramenta pratica valiosa para a solucdo de problemas de engenharia (Reddy, 1993).

O método dos elementos finitos é, portanto, uma técnica na qual um dado dominio é
representado como uma colecdo de subdominios, chamados elementos finitos, de forma que seja
possivel construir sistematicamente funcbGes de aproximagdo necessarias a uma aproximacao

variacional para aproximagao da solugéo.
2.1 — Formulacao do problema

A equacdo que governa o transporte de poluentes em rios, sujeito a adveccgéo e difusao é:

2 2 2
ac oc aC  oC @_D(ac o°C acj M

—+UVC=—+U—+V W—= st —t+—;
ot ot OX oy 0z ox® oy oz
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Para este trabalho vamos utilizar somente a disperséo ao londo do eixo-x, com isso a equacao

torna-se:
2
@« +U «x =D 0 (2: 2
ot OX OX
A solucgdo analitica da equacao é:
m —(x-ut)?
C(x,t)= P_g 4Dt (3)

24/nDt

Admite-se que:
e A velocidade U (m/s) € constante;
e A é4rea molhada A (m?) é constante;
e A concentracdo do poluente € uma funcdo de x e de t;
e O regime de fluxo é transiente;
¢ O poluente € conservativo.

O Quadro 1 mostra as caracteristicas do rio.

Quadro 1 — Dados caracteristicos do rio.

PARAMETROS VALORES
Profundidade (h) 1,00 m
Largura (B) 60,00 m
Velocidade (U) 2.400 m/h
Vazio (Q) 144.000 m°h
Dispersao (D) 150.000 m*h
Area Transversal (A) 60,00 m*

3 - METODOS NUMERICOS

Os métodos numéricos utilizados netas simulacdo sdo: método das diferencas finitas e doa

elementos finitos.
3.1 - Método das Diferencas Finitas (MDF)

A solucdo numérica utilizando o Método das Diferencas Finitas Explicito pode ser encontrada
substituindo os termos da equacao 02 pelas seguintes equacoes:
oC _ C(i, j+1)-C(i, ))

> - 4)
oC _C(i+1j)-C(i-1j) (5)
ox 2AX

0°C _ C(i+1j)—2C(i,j)+C(i-1,)) (6)
ox’ AX?

Aplicando estas equacdes na equacao geral do transporte (Equacgéo 2) encontra-se que:
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.. DAt UAt . . 2DAt . DAt UAt . .
C(I,J+1)=(AX2 _EJC(HL j)+(1— o jC(I,j)+(AX2 +FJC(I_1’ ) (7)
Onde: a:% ep= DA;[.
2AX AX
Assim:
C@i,j+) =(B—a)C(i+1 j)+(1-2B)C(i, j)+(B+a)C(i—1)) (8)

Sendo Ax=200m e At=0,02h encontramos que: o =0,12 e B=0,15. Substituindo estes

valores na equacdo (8) tem-se:

C(i, j+1) =0,03C(i+1, j)+0,76C(i, ) +0,27C(i -1, )) 9)
As condicdes iniciais e de contorno aplicadas sdo:
ei=1al0;
ej=1al0;

e C(3,1) = 0,833 g/m*;

e A concentracdo nas outras células iniciais (i =1 ou j=1) é zero.
3.2 - Método dos Elementos Finitos (MEF)

Sera analisada a equacdo que rege a dispersdo de poluentes em rios para um caso
unidimensional e transiente. Como se trata de um método de aproximacao da solucdo exata (método
dos residuos ponderados), a equacéo diferencial ndo é igual a zero, e sim a um valor residual que
diminui @ medida que se aproxima da solucgéo exata.

Devido a isso a equacdo diferencial que rege o problema (2) sera igualada a um residuo R(x)
gue serd tanto menor quanto mais proximo a solucdo numeérica estiver da solugédo exata.

Aplicando o método de Galerkin, ou seja, substituindo a funcdo de ponderacéao pela funcéo de

forma, tem-se:

J'Ni(x)R(x)dx=j'[N]T R(X)dx =0 (10)
Substituindo a equacdo (2) por R(x) em (10) tem-se:
I[N]T{Dé—i(%j—u%—%}dx=o (11)

Resolvendo a equagdo (11) encontra-se:

[NT]DaCelx" ‘J d[N"] Dd[N]dx.{ce}—T[NT]Ude.{ce}-

OX |Xi y o dx dx . dx
%] 6{IC } | (12)
JNT][N]dx. =0

X

Reescrevendo a equacédo (12) na forma matricial tem-se:
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017 4o ujie, = 1), @)

Para resolver numericamente o sistema montado pela equacdo (13), subdivide-se o periodo de
analise em um namero N de incrementos de tempo. Os valores nodais desconhecidos no tempo

seguinte (k + 1) sdo calculados da seguinte forma:

[c][%} +[D+U]{c} " ={F} (14)

Onde 6 é um fator de tempo que varia entre O e 1.

A derivada em relacdo ao tempo é resolvida pelo MDF. Assim:

a{c}e - — (Ck+l _Ck) (15)
ot At

Conhecendo o valor de C* e sabendo que os valores nodais irdo variar linearmente, pode-se

calcular os valores nodais no passo de tempo seguinte por:

(fc},)"" = @-o)c* +oc+ (16)

Substituem-se as equacdes (15) e (16) em (14) para obter um sistema de equaces algébricas.
k+l  ~k

[C](—(C - c )j+[D +U][@-e)C* +oCcH]={f} " (17)

A partir da equacdo (17) podem-se obter diversos esquemas de acordo com o valor adotado
para 0. Neste trabalho utiliza-se 0 esquema explicito, onde 6 =0. Desta forma a equacdo (17)

reduz a:

[C](W}[D +UJ(C)={F) (18)
O exemplo tedrico, unidimensional, de contaminagdo em rios idealizado neste trabalho foi
montado para um rio com as caracteristicas apresentadas no Quadro 1. O dominio é representado
pelo rio, iniciando 400m a montante do ponto de lancamento do contaminante. As condi¢fes
iniciais e de contorno aplicadas sdo: C(3,1) = 0,833 g/m®, C(i,1) =0 e C(1,j) = 0.
Estes parametros foram aplicados nas equacdes encontradas e a sua resolucdo foi feita no
Excel. Os resultados obtidos com a aplicacdo das equacdes para a solucdo analitica e para as

solucdes numericas encontradas serdo apresentados a seguir.

4 — RESULTADOS E DISCUSSOES
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A partir das resolugdes das equacdes 3, 9 e 18 obteve-se 0 valor da concentracdo em cada
ponto do dominio e para cada tempo especificado. Os resultados obtidos com a solugédo analitica,
MDF e MEF estdo apresentados nos quadros 2, 3 e 4, respectivamente.

Quadro 2 — Variacdo da concentracdo do poluente no tempo e no espaco pela solugéo exata.

X 0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
200 0,00 0,00 0,01 0,01 0,01 0,01
400 0,83 0,36 0,21 0,14 0,10 0,07
600 0,00 0,06 0,19 0,23 0,22 0,19
800 0,00 0,00 0,01 0,04 0,09 0,13
1000 0,00 0,00 0,00 0,00 0,01 0,02
1200 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
1400 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
1600 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
1800 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
2000 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Quadro 3 — Variacao da concentracdo do poluente no tempo e no espaco pelo MDF.
N6 0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
2 0,00 0,03 0,04 0,04 0,04 0,03
3 0,83 0,60 0,43 0,32 0,24 0,19
4 0,00 0,23 0,32 0,34 0,33 0,30
5 0,00 0,00 0,06 0,13 0,18 0,22
6 0,00 0,00 0,00 0,02 0,05 0,08
7 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,02
8 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
9 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Quadro 4 — Variacao da concentracdo do poluente no tempo e no espaco pelo MEF.
N6 0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
2 0,00 0,02 0,03 0,04 0,04 0,03
3 0,83 0,58 0,42 0,31 0,24 0,19
4 0,00 0,22 0,31 0,33 0,32 0,30
5 0,00 0,00 0,06 0,13 0,18 0,21
6 0,00 0,00 0,00 0,02 0,05 0,08
7 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,02
8 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
9 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

O comportamento da concentracdo ao longo do rio apdés uma descarga pontual de
contaminante a 400m de um ponto de referéncia estd mostrada nas Figuras 1, 2 e 3. Pode-se
observar que a concentracdo cresce até um valor maximo e se desloca ao logo do rio como uma
funcdo impulso, tendendo a decrescer devido a autodepuracdo do manancial.

Observando as Figuras 1, 2 e 3 podemos comparar os resultados obtidos nas diferentes

metodologias no tempo igual a 0,02h, 0,04h e 0,06h, respectivamente. Os métodos numéricos tém
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respostas praticamente iguais, ficando a diferenca na 3?2 casa decimal, e ambos estdo bastante
proximos da solucdo exata.

CONCENTRACAO (T =0,02h)
__ 070
“E 0,60 1 L
g 050 ¢ EXATA
© 0,40
€ 0,30 ,7/f7§\ MEF
& /
® 0,20 I —y
c
o 0,10 7 A
o 4
0,00 - T T \ = I T I T =
0O 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
X (m)

Figura 1 — Variacédo da concentracdo de um determinado poluente num rio para t = 0,02h.

CONCENTRACAO (T = 0,04h)

0,50
B 0,40 ,L‘
S 030 / m— \|DF
S ) \ EXATA
£ 0,20 I \ MEF
c '/
() / LY
2 0,10 1
o y: \\
O

0,00 e, T T T T = T = T SRR

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
x (m)

Figura 2 — Variagdo da concentracdo de um determinado poluente num rio para t = 0,04h.

CONCENTRAGCAO (T = 0,06h)

0,40
mE S \
S 0,30 MDF
S / EXATA
g 0,20 —\ MEF
E A\
S
© 0,10 - \
S

000 =" ‘=

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
X (m)

Figura 3 — Variagdo da concentracdo de um determinado poluente num rio para t = 0,06h.
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Observa-se também nas Figuras 1, 2 e 3, que o espalhamento do contaminante se da tanto a
montante quanto a jusante do ponto de lancamento. Devido a direcdo do curso do rio as
concentracfes sao maiores a jusante.

As solugdes numéricas dadas pelos métodos de elementos finitos e de diferencas finitas
apresentaram resultados iguais - fato j& esperado. A solugdo numérica (MDF e MEF) pelo método
explicito comparada a solugédo analitica mostrou-se proxima, porém para um maior acoplamento das
curvas seria necessario buscar uma melhor relacdo dos pardmetros Ax e At, de forma a aproximar
0 comportamento da concentragao.

A Figura 4 mostra o caminhamento da pluma de contaminante pelo rio para 6 (seis) passos de
tempo. Pode-se observar que o a contaminagdo vai reduzindo & medida que se afasta do ponto de

lancamento. Isto ocorre devido a autodepuracdo do manancial.

Concentragédo X Tempo (MEF)

T — =0 T
£ 0.70 I\ — C(T=0,02)
\S 0.60 ] \ C(T=0,04)
o ’ —

2 C(T=0,06)
< C(T=0,08)
= —C(T=0,10)
3 — C(T=0,12)
c

@]

&)

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

x (m)

Figura 4 — Caminhamento da pluma de contaminante pelo método dos elementos finitos, com o
tempo em horas.

5 - CONCLUSOES

A maior parte dos modelos de qualidade de agua de rios é composta de modelos mecéanicos.
As equacbes geralmente possuem solucdes analiticas apenas para condi¢cbes de contorno
especificas, entretanto, na maioria dos casos praticos ndo existe uma solucao analitica e é necessario
resolver as equagOes diferenciais por métodos numéricos. Como consequéncia, 0s modelos de
qualidade da &gua se apresentam como ferramenta de valor imprescindivel nessa tomada de
decis@es e nas previsdes de cenarios.

Supor que o transporte de um poluente em um rio seja um problema unidirecional, implica na
consideracdo da pluma de contaminantes apenas na direcdo longitudinal, o que ndo corresponde a
realidade, principalmente na regido do langamento. Isto implica que se deve ter bastante cuidado
com a manipulacéo e interpretacao dos resultados obtidos.
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Aproximar a derivada de tempo pelo método das diferencas finitas tem sido a maneira mais
comum de tratar a parte transiente da equacdo de transporte. No entanto, deve-se tomar cuidado
com esse procedimento, pois este tratamento pode gerar erros considerdveis de oscilacdo e
instabilidade numérica. Assim, para estudos de estabilidade numérica, a limitacdo do nimero de
Péclet tem sido a estratégia mais utilizada.

Apesar da solucdo pelo método das diferencas finitas resultar em dados de concentracéo
apenas nos nos da malha, enquanto o método de elementos finitos da esse resultado em todo o
elemento, seus valores foram bastante proximos. Entretanto, diversificando a complexidade do
dominio podera ser observadas diferencas entre os métodos.

Os resultados obtidos neste trabalho estdo compativeis com 0s processos observados na
realidade, mesmo com as simplificacbes feitas, garantindo a confiabilidade na aplicacdo desses

métodos.
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