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RESUMO

Equagoes descrevendo a propagacio de ondas ndo lineares e fracamente dispersivas em escoamentos com vor-
ticidade horizontal sio descritas. Um campo de velocidade é pré-definido onde a vorticidade é uniforme ao longo da
profundidade. Para vorticidade horizontal nula, as novas equacdes se reduzem ds equagoes tipo Boussinesq com ordem
arbitrdria de ndo linearidade de sequnda ordem de dispersio (melhorada). O efeito da vorticidade no escoamento é
demonstrado através da simulagdo de ondas propagando-se sobre correntes sem e com cisalhamento vertical para esco-
amentos no plano x, z. Resultados do modelo para correntes constantes ao longo da vertical sdo comparados a corren-
tes com cisalhamento vertical que tem a) mesmo transporte de massa mas vorticidade diferente e b) mesma velocidade
na superficie. A introdugdo de vorticidade horizontal modifica formalmente a relagdo de dispersio.
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INTRODUCAO

A estimativa de condi¢des de onda na costa
tem sido o principal interesse em problemas de
engenharia costeira tais como estabilizagdo de prai-
as, protecdo contra inundac¢do costeira, danos a
estruturas e quantificagdo de transporte de sedi-
mento. Variacdo da topografia do fundo e a presen-
ca de correntes afetam a propagacdo de ondas
superficiais de gravidade, mudando a direcdo e
velocidade de propagacao assim como a altura da
onda. Os modelos de transformagcéo lineares (refra-
¢do e refracdo-difracdo) falham quando ondas nao
sdao mais de altura infinitesimal. ExtensGes nao
lineares destes modelos sao geralmente baseadas
na teoria de Stokes e portanto mais adequadas para
a descricdo de ondas em &4guas intermediarias e
profundas.

Ondas em 4guas rasas sdo modificadas ra-
pidamente sobre distdncias relativamente curtas,
comparadas ao comprimento de onda, devido a
fraca dispersdo em freqiiéncia. Interagdes quase
ressonantes transferem energia entre os harménicos
a medida que as ondas se aproximam da costa. A
complexidade dos estagios finais de empinamento
e perto da arrebentagdo também nao sdo bem des-
critos pela formulagdo linear. Os modelos tipo
Boussinesq com dispersdo melhorada e ordem arbi-

traria de ndo linearidade tém provado serem ins-
trumentos eficientes para o calculo de transforma-
¢do de ondas desde o limite de dguas profundas até
aguas rasas.

Apesar do aparente sucesso da teoria irro-
tacional, a vorticidade pode ser importante perto
da arrebentagdo ou na presenca de correntes costei-
ras. Portanto, a deduc@o de uma teoria tipo Boussi-
nesq sem a imposigdo da condigdo de irrotacionali-
dade parece ser desejavel.

Este trabalho mostra a dedugdo de equa-
¢Oes governantes, integradas na vertical, onde a
condigdo de irrotacionalidade nao é imposta, e cal-
cula os pardmetros cineméaticos das ondas em esco-
amentos com cisalhamento vertical constante ao
longo da vertical. Sdo simulados casos de propaga-
¢do de ondas sobre correntes co-lineares sem e com
cisalhamento vertical.

PROPAGACAO DE ONDAS NAO
LINEARES E DISPERSIVAS EM
AGUAS RASAS

Modelos tipo Boussinesq
As equacgdes de Boussinesq sao deduzidas

em funcdo de dois pardmetros adimensionais que
quantificam ndo linearidade, &, (definido como a
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razdo da amplitude e profundidade) e dispersdo
em freqiiéncia, |, (definido como a razdo entre pro-
fundidade e comprimento de onda). As formas
conhecidas dos modelos tipo Boussinesq diferem
basicamente na ordem dos termos dispersivos e
ndo lineares, escolha da varidvel de velocidade e
propriedades de dispersdo linear resultantes (uma
revisdo abrangente pode ser encontrada em Kirby,
1997). A condicao de vorticidade horizontal nula
(Nwogu, 1993) ou teoria potencial, e portanto esco-
amento irrotacional (Wei et al., 1995), tem sido usa-
da na deducédo de tais modelos. Entretanto nenhu-
ma restricdo é imposta na vorticidade vertical, re-
sultante de gradientes das componentes da veloci-
dade no plano horizontal.

Interagao onda-corrente

Embora a presenca de correntes modifique
o campo de ondas, raramente o cdlculo da trans-
formacao de ondas inclui o efeito de correntes, seja
por que sdo pequenos comparados ao efeitos de
fundo ou simplesmente por que o campo de corren-
te é desconhecido. Correntes de marés, descargas
fluviais ou correntes forcadas por ventos podem ser
encontradas na zona costeira. As correntes afetam a
velocidade de fase da onda observada em um refe-
rencial fixo assim como propriedades do escoamen-
to como velocidade, aceleragdo e pressdao. Ondas
propagando-se contra a corrente tém seu compri-
mento encurtado e esbeltez aumentada (o aumento
da densidade de energia local pode até resultar em
arrebentacdo) e ondas propagando-se na mesma
direcdo da corrente tém seu comprimento aumen-
tado e altura diminuida (Peregrine, 1976). Corren-
tes fortes opondo-se a propagacdo podem até
causar o bloqueio de ondas, o que ocorre quando a
velocidade de fase da onda se iguala a velocidade
da corrente.

As equacbes tipo Boussinesq permitem o
calculo de movimentos permanentes ou de baixa
freqiiéncia forcados por correntes impostas nos
contornos ou devido a propria onda. Toda vez que
se considera o efeito de uma corrente pré-existente
na propagacdo de ondas, uma corrente induzida
pelo movimento oscilatério também vai ser incor-
porada ao campo de velocidade. E extremamente
dificil separar as contribui¢des da onda ou da cor-
rente ja que elas estdo tdo acopladas no regime ndo
linear, embora Yoon e Liu (1989) e Dingemans
(1997) obtém dois sistemas (extremamente comple-
xo0s) para resolver o campo de velocidade devido a
corrente e & onda separados. O presente trabalho

ndo intenciona fazer a separagdo destas contribui-
¢Oes, mas considera o efeito de uma corrente pré-
existente na propagacdo de ondas, a exemplo do
que Chen (1997) fez para o caso de correntes irrota-
cionais. Correntes turbulentas também serdo apro-
ximadas por um escoamento médio, j& que a escala
de tempo da corrente é maior do que das ondas. Os
modelos de propagacdo de onda geralmente sepa-
ram a velocidade em dois componentes, um devido
a onda e outro devido a corrente, considerado uni-
forme na vertical, excluindo assim o0s escoamentos
com cisalhamento vertical. Yoon e Liu (1989) dedu-
ziram equagdes tipo Boussinesq para o caso onde a
velocidade da corrente é maior do que a velocidade
orbital do movimento oscilatério entretanto menor
do que a velocidade de fase das ondas. Chen (1997)
admite que a velocidade da corrente é da mesma
ordem que a velocidade de fase da onda e consegue
equagdes com dispersdo melhorada podendo pre-
ver até o caso de bloqueio de ondas. Quando se
retém todos os termos ndo lineares das equagdes
governantes, ndo had nenhuma restricdo quanto aos
gradientes espaciais, ou a magnitude relativa da
corrente em relacdo a velocidade de fase da onda,
como ja foi comentado por Kirby (1997).

Correntes na zona costeira comumente tém
variacdes ao longo da profundidade, e vorticidade
associada, geralmente decorrentes de tensbes na
superficie devido ao vento ou no fundo devido ao
atrito (A Figura 1 mostra alguns perfis possiveis).
Muitos autores sugerem métodos para a obtengdo
de correntes irrotacionais equivalentes, ao invés de
usar uma corrente com cisalhamento vertical, de
modo a continuar usando modelos de onda irrota-
cionais (Hedges e Lee, 1992; Skyner e Easson, 1998).
Entretanto, Kirby e Chen (1989) mostram que o uso
de correntes médias como equivalentes para cor-
rentes com cisalhamento, nos atuais modelos de
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Figura 1. Exemplos de perfis de correntes: a) uniforme
em z, b) perfil arbitrario, c) perfil limitado pela
profundidade e d) cisalhamento vertical linear.
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evolucdo baseados em teoria irrotacional, incorre
em erro na conservagao do fluxo de acdo de onda.
A medida que as distancias de propagagao aumen-
tam, esses modelos ficam invalidos e estes autores
recomendam a deducdo de equagdes para o pro-
blema rotacional de forma a tratar corretamente
escoamentos com cisalhamento vertical.

EQUACOES ESTENDIDAS PARA ONDAS
NAO LINEARES E FRACAMENTE
DISPERSIVAS EM ESCOAMENTOS COM
VORTICIDADE HORIZONTAL

Um método semelhante ao descrito em
Nwogu (1993) é utilizado para deduzir uma nova
classe de equagdes ndo lineares e fracamente dis-
persivas para escoamentos com vorticidade hori-
zontal. Um sistema de coordenadas Cartesianas é
adotado onde x = (x, y) é o vetor posigdo horizontal
e z é positivo acima do nivel de repouso. Um cam-
po de ondas com elevacdo da superficie n (x, y, t),
propagando-se sobre um fundo variavel, h (x, y), é
considerado onde t representa o tempo. O vetor
velocidade total e vetor velocidade horizontal sdo,
respectivamente, ur= (u, v, w) e u = (u, v). Ao lon-
go deste trabalho “ representa varidveis dimensio-
nais.

Trés parametros, profundidade caracteristi-
ca, ho, comprimento de onda tipico, 1, e amplitude
de onda tipica, ao, (mostrados na Figura 2) sdo usa-
dos para obter o seguinte conjunto de varidveis
adimensionais:

[ ' [ h '
x:X— y:y_ Z=Z— t= 5o "h= h
1 1 h, 1 h,
h h h2
u= 0 U'VI 0 V'WI 0 W’
ag4/8ho ap4/8ho aplyghy
' ’ . h2 .
n="t p=_F ==t
ap Pgag ag+/ghy
h2 ’ V4 hl 1Z
gy =—9 ¢ =—9% ¢ 1)
ag4/gho ag/ghy

onde p é a pressdo, p é a densidade, g é a aceleragdo
gravitacional e & = (£x,&y,£2) é o vetor vorticidade.

n'(x.y’.t)
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Figura 2. Parametros caracteristicos.

As equagdes de conservagdo de massa e
quantidade de movimento adimensionais sao:
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onde p =ho/l e &€ = ap/hg sdo parametros que quan-
tificam profundidade relativa (e, consequentemen-
te, dispersdao em frequiéncia) e ndo linearidade,
respectivamente.

As condigdes de contorno para um fluido
incompressivel e inviscido se aplicam na superficie
livre e no fundo, independente da vorticidade:

p=0 em z=¢gn (6)
w:uza—n+au2 u@+va—n em z=gn (7)
ot Ox oy
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w=—p? u@+V@ em z=-h 8)
ox oy

Permite-se que o campo de vorticidade seja
rotacional, onde o vetor vorticidade é dado por:

§=Vsxuy ©)

com componentes:

x _ow _ov
oy )= 00

ou ow
y - _ 7 10
oy, zt)= 202 o)
. _Ov_Ou
é(x,y,z,t)— ox 0Oy

Integrando as equagdes da continuidade e
de conservagdo de quantidade de movimento hori-
zontais de z =-h a z = €n, e usando as condi¢Ges de
contorno no fundo e na superficie livre:

aa*t‘w [T udz=0 (11)

i.[ udz+8 jsn 2dz+.€a L uvdz
ot 0

5 (12)
+—I pdz - p| =0

ox

aj de+s—fhuvdz+s 0 8Evzdz
ot P

(13)

+—j pdz-p =0

oy | 6y

A expressdo para pressdo é obtida inte-
grando a equacdo vertical de conservacdo de quan-
tidade de movimento de uma profundidade arbi-
traria z até z = en:

V4 a | en
=n—-—+—["'wdz+eV- [ Tuwdz
p=n-—+—1, [,

(14)

A velocidade vertical é obtida integrando a
equagdo da continuidade de z=-h a uma profun-
didade arbitraria z:

w=-p’V-[* udz (15)

A velocidade horizontal pode ser expressa

como uma expansdo em série de Taylor em torno
dez=-h:

+(Z+h)2 62_u

2 0z "
) (16)
z | (z+h)" o
n=0 n:
onde:
n_Zu 17)
oz" |

As derivadas de u em relagdo a z sdo calcu-
ladas usando a definicido de vorticidade:

8_121 —Evw (18)
onde:
&= (exk)=(e” &) (19)

Z

é o vetor vorticidade horizontal rotacionado -90°.
Substituindo a defini¢do de w, segue-se:

0 oy Z
a_lzl =E—p2 [f_h V(V-u)dz+(V-u)|, Vh 20)
+ V(ub -Vh)]

As derivadas de ordem mais alta de u em
relacdo a z sdo calculadas levando em conta que a
vorticidade horizontal nao depende de z:

S v @)
3 A~
8 2v(vé)ropd) 22)

0z
Avaliando as derivadas em z = -h:

1_Ou

“52l." E-p2[(v-u)_, Vh+V(u, -Vh)] (23)
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2 =az—‘; . =2 [V(V-u)]|, (24)
3 A
- avlghowt @)
Z | n

Substituindo em (16) e usando as seguintes
expressdes para as derivadas espaciais da veloci-
dade calculadas no fundo:

(V-w)|, =V-u, +&-Vh+O?) (26)

[V(V-u)]|, =V(V-u,)+V-EVh

+V(&.Vh)+ O(uz) )

e retendo termos até O (p?), a velocidade horizontal
é dada por:

u=uy, +(Z+h)%—p,2{(z+h)[Vouth

+V(u, ~Vh)+%~Vth]

. (z+h)?
2

Py v(v-a)}m(m)

V(©-u,)+v-2vh+vEvh)] @9

6

E importante notar que as derivadas da ve-
locidade calculadas no fundo ndo sdao as mesmas
que as derivadas da velocidade no fundo, como
ocorre no caso de vorticidade nula.

A velocidade horizontal é expressa em ter-
mos de velocidade em uma profundidade arbitraria
zg = Bh onde -1 <P <0 (limites do fundo e superfi-
cie, respectivamente). Avaliando u em z = zg:

ug =uy, + (ZB + h)é —p? {(zB + h)[V -1, Vh
+V(uy-Vh)+E- Vth]

5 [v(v ‘uy)+V-EVh (29)

W(g.w)p@v(v.g)}m(ﬁ)

Alternativamente, pode-se expressar up
como fungdo de ug, que pode ser substituido em
(28). Retendo termos até O (12), a defini¢do de velo-

cidade como funcdo de uma velocidade em uma
profundidade arbitraria é obtida:

u=uy +(z+h)<§_,—p.2((z—z[3)[vou1Vh

+V(u, ~Vh)+%thVh]+% [(z+h)2

(30)
(e +hP|F(v-uy )+ V-E9h+ (- vh)|
+%|:(Z+h)3 —(zﬁ +h)3]V(V-%)j+O(p4>

onde:

uy =ug - (z5 +h) & (1)

A velocidade vertical é calculada substitu-
indo (30) em (15):

w=—p?{u; -Vh)+(z+h)|V-u, )+ -vh)]

+%(Z+h)2(v'é)}+0(p,4) 42

Os perfis das velocidades horizontal e ver-
tical sdo descritos agora por fungdes quadraticas e
clbicas, respectivamente, comparados com os per-
fis quadraticos e lineares dos modelos com vortici-
dade horizontal nula.

Os seguintes termos podem ser definidos:

wy =uy -Vh; w2=Vou1+éth
W3:V'é; uZ:&

u; =V(u; -Vh)+V-u,;Vh+&-VhVh
u, =V(V-u,)+VE - Vh)+v-Evh
u5:V(V~&)

E,=en+h; Z,=z+h; By =z5+h

(33)

Se todos os termos nao lineares sdo retidos,
isto é, O (¢) <1, a distribuicdo de pressdo é dada
por:

z
p=n-=—n’P —en’P, +O") (34)
onde:

1
Py :(Eh _Zh)wlt +E(E}21 _Zi)wﬂ
(35)

—_

+g (Ei _Zi )W3t
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Py =(Ey —Zp)uy -Vw,y
1 .

162 -23) o, vy 289w, 0o

—w3(2Vou1 +w2)]

+%(Ef1 —Zﬁ)(é~Vw3 —w%)

Substituindo a defini¢do dos componentes
de velocidade e a pressdo nas equacdes de continu-
idade e conservagdo de quantidade de movimento
horizontal e calculando as integrais, as seguintes
equagdes governantes sdo obtidas:

2
N +V- Epuy +7h§

37)
_H2(513u3 +53,uy +S15u5)]20(“4)
ul +ﬁ% +Vn+SV0—;,L2V1
ot (38)
—8;,L2V2 = O(p4)
onde:
E A
\ =(u1 'V)ul +7h[(u1 -V)§+(§V)u1
2 39)

vl €v)- 2 v £

1
Vi :(Eh —Bh){VWuJFE(Eh +Bh)VW2t

+%(E§ 1E, B, +Bﬁ)VW3t}+W1tV(8n) (40)

+[Ehw2t +%Eﬁw3t}VEh

1
V, :E_(_ (ul + Eth)[v : (513‘13)
h

+V- (Sl4u4)+V~(S15115)]

Ep
~(Ep - Bh)v'(Ehul + 7112] {us

+%(Eh +Bh)u4+%(E§ {E,B, +Bﬁ)u5}
+ i 25: {S]-m[(uj ~V)um +(um -V)uj +V-umuj
j=1m=3

+V~ujum]+ u; - VS upn, +u; ~VSjmum}

EZ

E}
+Tu2 Vh-V- EhW1u1

Ep Ep
+7(w2u1 +w1u2)+?(w3u1 +2wW,u,)

E} Ej
+?hW3uZ:|Vh—W12Vh+V|:ThU1VW1 (4:1)

3
+Th(u1 'VW2+U2 'VWl —W2V'u1)

4
+?h(u1 ‘Vws +2u,-Vw, —3w3V-u1)

ES

e:
E? E} E,B?
S.=-—D2L_EB ; S, ,=—n_—h"h
13 2 h*h 14 6 2
:ﬁ_EhBa- S :E_Eﬁi (42)
157 0y 6 3 2
o _Ei EIBL o _ED EiB}
#7g 4 TP 730 12

Com a inclusdo da vorticidade horizontal,
surgem novos termos que sdo fungdo da magnitu-
de, variagdes temporais e gradientes espaciais da
vorticidade e gradientes espaciais do fundo.

Para o caso de fraca ndo linearidade,
O (u?) = O (e) << 1, a pressdo se reduz a:

2
P :n—E+p2{2u1t 'Vh+[%+hZ](V-uu
€

(43)
A Z3 2 2 A
+§t-Vh)+ ?+hz +h“z |V-&,
e as equagdes governantes sdo dadas por:
h)A
Ny +V -{(sn +h)u1 +h[sn +EJ§
h 1 A
+ pz([zﬁ +Ejh{v[v -(hu, )]+Ev[v-(h2§)]}
(44)

+[__%]h{V(v )+ v [y (me))

Zp

2

2[35 h3 : 2 2 4
+ ?—i hV(V&) :O(S sEQ U )



RBRH - Revista Brasileira de Recursos Hidricos Volume 6 n.4 Out/Dez 2001, 71-90

1 A~
Uy, +Vn+§(8n+h)§t

+u2(Zﬁ{V[V'(hu1t)]+%v[v'(h2%t)]}

Desprezando a vorticidade horizontal, (41)
e (42) se reduzem a:

Nt +V-[Ehu1—p2(813u3 +514u4)]=0(u4) (46)

Uy +Vn+eVy -V, —ep?V, :O(H4) (47)
onde:

Vo =(uy -V, (48)

1
Vi :(Eh ‘Bh)[vw1t+E(Eh +Bh)vw2t:|

+w1 V(en)+Eywy VEy

(49)

V, =u, -V(u; -Vh)eVn-u, -V(B,V-u, Vh
—u, -VB,[V(u, -Vh)+B,V(V-u, )|

+E7h{v[u1 V(uy -Vh)]-V-u;V(u; - Vh)}

(Eh -B j{v u,[(Vh-V)u, +(u, -V)Vh]

u1 Vh) [ (ul'Vh)'v]ul}

(uy
(E%‘ ——J VIV(V-uy)

' (50)
o
E2
+[V(V-uy)- Viwg == Vus -

V(V-u,)]
+V{%[u1 V(Vouy)-(Vouy P ]}

Os termos Vo e Vz em (47) podem ser des-
critos, alternativamente, como fung¢do da vorticida-

de vertical, ja que a restrigdo de irrotacionalidade
no plano horizontal ndo é necessaria para a deriva-
¢do dos modelos de Boussinesq (exceto nos mode-
los que admitem escoamento potencial). Inclusive,
na reintroducdo das equagdes de Boussinesq na
ciéncia moderna, Peregrine (1967) utilizou as equa-
cOes para estudar um caso com vorticidade vertical,
descrevendo a transformacdo de ondas em uma
corrente com cisalhamento horizontal. Deprezando
a vorticidade horizontal, (44) e (45) reduzem-se as
equagdes deduzidas por Nwogu (1993).

EQUACOES PARA ONDAS
PROPAGANDO-SE SOBRE CORRENTES
COM VORTICIDADE HORIZONTAL
CONSTANTE AO LONGO DA VERTICAL

Nas equacoes desta secdo ndo havera uma
divisdo formal das componentes de velocidade
devido a corrente e a onda, j4 que computacional-
mente é mais facil se considerar uma variavel de
velocidade combinada.

Considera-se um escoamento onde a vorti-
cidade é somente devido a corrente, é,: %C, e uma
corrente com cisalhamento vertical linear, onde a
velocidade em z = z é dada por:

ug :u§+(zﬁ +h)é (51)

Chega-se a uma nova defini¢do da veloci-
dade horizontal dada por (30) onde agora:

u; =Up =ug +uy (52)

que é a componente irrotacional da velocidade
definida pela soma da velocidade devido a onda e
da parte irrotacional da corrente (neste caso igual a
velocidade da corrente no fundo). No caso de
£=0,as equacgdes se reduzem aquelas usadas para
interacdo de ondas com correntes irrotacionais.

TRANSPORTE DE VORTICIDADE

O estudo e modelagem do transporte de
vorticidade é fundamental para o entendimento de
escoamentos oscilatérios rotacionais. A equacado de
transporte de vorticidade é dada por:
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dg’_ Y
E_g D (53)

onde D’ é o tensor taxa de deformacao.

De forma a investigar a magnitude relativa
dos termos em (53), as mesmas variaveis adimensi-
onais definidas na secdo anterior serdo usadas,
exceto as escalas de vorticidade que permite-se
serem diferentes nas direc¢des horizontal e vertical,
assim como independentes das escalas de veloci-
dade (o que pode ser justificado no caso de intera-
¢do onda-corrente). Seja:

=—-8" g'=0—t" &=—28" (54

onde Vv e Vu sdo as escalas vertical e horizontal de
vorticidade, respectivamente. Substituindo estas
escalas na Equacao (53), as seguintes equagdes a-
dimensionais (validas para escoamentos tridimen-
sionais) sdo obtidas:

og>

0z

Vi | 8 +gu E"X 8&,
Vy | ot 8x 6y

i
n?
:SV—H{&,"@+ } (55)

Valoer | [Loer | o) e &
Vy | ot ox oy

:gVH Xl[@Jr@]Jrgyg} (56)

Lo,
ot ox dy | n? oz

_eVy {i (Gu +@] 57)
T Vy 20z ox

ov ow
+EJ [8z+8yﬂ uzg aZ

Dois casos sdo analisados: a) Vu/Vv=p
(vorticidade horizontal fraca) e b) Vu/Vy = p! (vor-
ticidade horizontal forte).

O caso a) é tipico de entradas de baias e es-
tuérios, onde o cisalhamento lateral é mais forte
que as tensdes horizontais. Equagdes (55) a (57),
considerando O (g) =O (u?) e retendo apenas ter-
mos na ordem dominante de dispersao, leém:

X X
o0& W fola _ é (Gu ow
ot 0z 0z Ox

]+O<u2> (58)

y y
oy, e 1 z[a_vﬂ

2
o " oz oz ayj+o(“ ) )

g & ow .
E"rwa—z—é oz +O(u ) (60)

O caso b) é tipico de escoamentos na zona
costeira. Os termos que restam na ordem dominan-
te sdo diferentes do caso anterior.

o> 08" _ 2
KJFWE—O(H ) (61)
oe” o8y 2
§+WE—O(H ) (62)
gw\,g{i 1(8u+6w)
ot 0z 0z Ox
s ow (63)
2
+&7 (a_z ayj}ri O(n?)

Por definicao da vorticidade, a seguinte i-
dentidade segue:

V—Hu(£+gj+ %" _g (64)
vy "Uax oy ) oz

Admitindo que a vorticidade é constante ao
longo da vertical, e integrando (64) de z =-h a uma
profundidade arbitraria z, segue que:

g% (x,z,t)=¢p - (z+h)(ag g] (65)

v ay

Esta expressdo pode ser comparada com o
rotacional do campo de velocidade, dado por (30) e
(32) na secdo anterior:
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Vxu=Vxug +(Z—ZB)V><&+%><VZB
—pz{v(uﬁ-Vh)+Bh[v(v-uB)—V(&-VBh)] (66)

—%v(v-é)}xvzﬁ

Fica evidente que a vorticidade vertical esta
relacionada a vorticidade horizontal (um resultado
trivial em dindmica de turbuléncia). Entretanto,
admitindo que é é zero, a vorticidade vertical,
obtida por (66), ndo é nula.

A situagdo final a ser considerada é o caso
unidimensional horizontal. As Equag6es (55) e (57)
desparecem e a forma dimensional da Equacéo (56)
se reduz a:

'y 'y 'y
& L w®E L wE (67)
ot ox' oz’

No caso onde a vorticidade é apenas devi-
do a corrente permanente, e ainda constante ao
longo da vertical, resta apenas o termo:

ry
u’ag —=0 (68)
ox

que mostra que nado hé variacdo da vorticidade na
direcdo x para correntes com cisalhamento vertical
linear.

O CASO UNIDIMENSIONAL
HORIZONTAL

Propriedades dispersivas lineares

As propriedades dispersivas lineares do
modelo sdao comparadas com a teoria linear exata
deduzida por Dias e Neves (1993) para ondas pro-
pagando-se em uma corrente (permanente e uni-
forme espacialmente) com vorticidade constante, &,
sobre fundo plano.

A velocidade da corrente em z = zg é:
uE =uy +(z[3 +h)§0 (69)

Usando as defini¢des de velocidade hori-
zontal e vertical e pressdao para fundo plano e cor-

rente uniforme espacialmente chega-se as seguintes
equagdes governantes adimensionais:

oup
o +h—2 4 s(ucb + hF,O)a—n
ot ox ox (70)
63u[§V

2 1] 3
+ o+—=h"—F——=0
“( 3) o

+ep?fun?(ug + he, ) 1)

onde a = 2/2+.

Admitindo-se uma onda de pequena am-
plitude, plana e senoidal, com freqiiéncia ® e nu-
mero de onda k, onde a elevagdo da superficie livre
e velocidade podem ser expressas por:

u[rgw _ urLel(k X'-0't') nr _ arLel(kx -o't') (72)

resulta na seguinte relagdo de dispersao dimensio-
nal:

- (+1/3)\k'h )

&2 =(gk'-a'g) k'h’ o]

(73)

onde:

o =o' - k'(ug +he)) (74)
é a freqiiéncia intrinseca. Quando a vorticidade é
zero, a Equacdo (73) se reduz aquela obtida por
Nwogu (1993) para dispersao melhorada.

A relagdo de dispersdo linear exata obtida
por Dias e Neves (1993) é:

&% =(gk' - &g} )tghk'h’ (75)

Expandindo a tangente hiperbdlica na for-
ma de uma aproximagéo racional, tem-se:

,1+a(k'h’)?

’\72: kr_Alrkrl_l
& (k' - 0'6)) 1+b(k'h")>

(76)

onde a e b sdo coeficientes a serem escolhidos, por
exemplo os coeficientes da aproximacdo de Padé
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[2,2], a=1/15e b=2/5. No caso de ordem arbitra-
ria de ndo linearidade, o, e, consequentemente, f,
podem ser obtidos por minimizacdo do erro entre
os polindmios em (73) e (76), e resulta em 3 =-0.553
e o =-0.4, os mesmos valores encontrados por Wit-
ting (1984) para escoamentos com vorticidade hori-
zontal nula. Nwogu (1993) usa outra expressdo e
encontra = -0.531 e a = -0.39, valores que resultam
em uma relagdo de dispersdao mais precisa do que
os valores anteriores.

No caso de fraca ndo linearidade,
O () =0 (1?) <<1, a relacao de dispersdo é dada

(02 ~xho'g) i - a(kh)?]
-o'k'uyy [2 —a(k'h’)? ]+ k' (u{f )2 (77)
+K2uhe) = gk 2hfL - (o + 1/3) k2

A Equacdo (71) pode ser reescrita na forma
geral:

o'?p;(kh")+ o'k'u p,(k'h’)
+0'gy ps (kM) + ki py (k)
+uyk'e) ps(k'h)
+&5’pe(kh’) = gk'*h’ p; (k'h)

(78)

onde:
p1=1+bkh)?  p,=-2[1+b(kh)]
ps =—k'h'—(2b-a)k'h’)?
p, =1+b(k'h’)? (79)
ps =kh+(2b—-a)k'h’)’
ps =(b-a)fkh’)* p;=1+alkh)’

Para o caso fracamente ndo linear (Equa-
¢do 77), os coeficientes de (78) sdo:

pr=1-alkh')* Pp,=-2+a(kh’)?
Pps=-kh'+akh’) p,=1 Ps=kh’ (80)
Pe=0  Py=1-(a+1/3)k'h’)>

Desprezando p,,Ps € Pg, onde aparecem
termos de O (e2) nas equagdes adimensionais cor-
respondentes, e termos de O (kh)® e minimizando a
seguinte expressdo:

(k=3 ~ \2 1/2
z(k.h.:O n—pn)dk‘h') n=1,2,3e7 (81)

os valores obtidos sdo o =-0.4 e B =-0.553, os mes-
mos obtidos por Rego e Neves (1997) para o caso de
u'ﬁc =0.

Na Figura 3, a intersecdo das duas curvas
representa as raizes da relacao de dispersao, e con-
sequentemente, o nimero de onda. Na auséncia de
correntes, Figura 3a, as raizes sdo simétricas e cor-
respondem a ondas propagando-se em direcoes
opostas mas com mesmo comprimento de onda. Na
presenca de uma corrente uniforme ao longo da
vertical, Figura 3b, as raizes ndo sdo mais simétricas
e correspondem a ondas propagando-se sobre cor-
rentes na mesma direcdo ou direcdo oposta. Na
presenca de uma corrente ainda mais forte, Figu-
ra 3c, a raiz negativa ndo existe e indica o bloqueio
da onda. As Figuras 3d a 3f mostram o que aconte-
ce quando a mesma velocidade de corrente no fun-
do é mantida para diferentes valores de vorticida-
de, e portanto, velocidade na superficie, é admitido.
Em toda a Figura 3, a concordéncia entre a relacdo
de dispersdo exata e do modelo é muito boa ja que
as ondas estdao em dguas rasas.

A Figura4 mostra a velocidade de fase
normalizada para o modelo com ordem arbitraria
de ndo linearidade para as diferentes varidveis de
profundidades (B diferente). A Figura5 mostra a
diferenca entre ordem arbitréria e fraca de nao line-
aridade para B = -0.39 (obtido por Nwogu, 1993). A
medida que a profundidade relativa, kh, aumenta,
a concordancia entre a relacdo de dispersao exata e
a do modelo é menor ja que a velocidade da super-
ficie, e, consequentemente, a ndo linearidade, au-
menta.

Modelo numérico

Um modelo numérico é implementado pa-
ra as equagdes fracamente ndo lineares no plano x,
z. A vorticidade &g é admitida constante conforme
obtido pela Equacdo (68). As equagdes dimensio-
nais sdo:

2
bl )
+ [azh'z(h’ﬁb)x,x, +a;h’h L, (82)

o =0

X

+[a2h’2 %(}H) +a1h'3h;,xl
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Figura 3. Raizes da relacido de dispersao exata e do modelo com ordem arbitraria de nao linearidade para uma onda de10 s
sobre fundo constante (h’ =10 m). Para &'o= 01/s e: a) sem corrente, b) corrente uniforme ao longo de z com u’v¢=2 my/s e c)
corrente uniforme ao longo de z com u’v¢ = 4 my/s. Para velocidade no fundo de u’v¢= 2 m/s com vorticidade: d) &0= 0.1 1/s, e)
€0=021/sef) &o=0.31/s. (- - -) lado esquerdo de (73) e (75), (- -) lado direito de (75), (—) lado direito de (73). Ce é a
velocidade de fase calculada usando (75). Nesta figura, as linhas (- -) e (—) estdo praticamente superpostas.

aét’ T8Ny +1N1E3ﬁéx, +b2h'( ’a[st,) y onde:
2 ” X (®3)
T T =0 Bl b s b2+ sty ], 67)
onde:
2 h/2
a :B /2_1/6 a :B+1/2 R:_ ’h'-i-—
1 : &4 wh'+ =

by =p*/2  b,=p (88)

+22n2(w2), +a1h'3h;,x} g
Seguindo Wei e Kirby (1995), estas equa- 2 X'
¢Oes podem ser reescritas como:
, o~ oy U=1j +|bh"*dp,, +b,h'(hT}) 89
Ny =B’ @)+ R’ &)) (85) R S LW R

(U@ ), =Fbn, &, €0) (36) F=—gn, ~ Tyl (90)
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Figura 4. Comparagdo da velocidade de fase normalizada
para o modelo de ordem arbitraria de ndo linearidade para
diferentes valores de a. — para o, =-0.39; - - - para o = -1/3.
Ce é a velocidade de fase calculada usando (75);
upe=0.5m/s e §0=0.05 1/s.

Definindo:
E=E+R (91)
F=F+AX+FX (92)
onde:
AX =—fy (x)dj (93)
g [dH[E
FX=-2°2_ 94
Y (94)

sdo termos adicionados para representar a camada
dissipativa descrita adiante, AX, e a dissipagdo no
fundo, FX, (este termo também pode ser formulado
em funcéo do fator de atrito de onda como em Re-
g0, 1999), onde C. é o coeficiente de Chézy.

O esquema Adam-Bashforth terceira/quar-
ta ordem é usado para integragdo no tempo, e os
estdgios de predigdo e corregdo, respectivamente,
sao dados por:

n'iIH—l :n;n +%(23E1n _16Ein71 +5E;172) (95)

UMt =ur + %(231?1n -16F"" + 51_:1“‘2) (96)

1 1

i+l :n{n+ﬁ(gﬁin” +19E! —5E!
o (97)

+ Ef“z)
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Figura 5. Comparacao de velocidade de fase normalizada
para o caso de ordem arbitraria de nio linearidade (—) e
fracamente nao linear (- -) para p =-0.531 (o =-0.39). Ce é a
velocidade de fase calculada usando (75); u’p¢=.5 m/s e
&0=10.051/s.

UMt =un + At (9?;”1 +19F" - 5F"!
24 (98)

+E"? )

Depois de Un*1 ser calculado usando (96) e
(98), ur*1 é determinado por um sistema tridiagonal
de equagdes dado por (89).

O erro local é usado para controlar itera-

coes:
N rin+1 _f_i(n+l) %
T )

1

onde r pode representar as variaveis n ou u, e
denota os resultados prévios e Ar é 104

O método de relaxamento é dado por:

Finﬂ — (1 _ Re )rin+1 + Refinﬂ (100)
onde ~ indica os resultados ajustados e Re é o coefi-
ciente de relaxamento (0 < Re<1).

O mesmo esquema de discretizacdo espaci-
al apresentado em Wei et al. (1995) é usado onde os
termos dispersivos de O (u?), sdo discretizados até
O (Ax?) e os termos de O (1) sdo discretizados até

O (Ax%). As férmulas usuais de diferencas finitas
centradas sao usadas.

Condicoes de contorno

Condigdes de contorno numéricas nos con-
tornos incidente e aberto sdo necessdrias para a
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simulacdo da propagacdo de ondas e correntes. A
geragdo, absorcao e transmissdao de ondas e corren-
tes sdo consideradas no caso de um fundo plano e
vorticidade constante.

Contorno incidente - A solucido exata da teoria
linear de Dias e Neves (1993) é usada para a obten-
¢ao da condicdo de contorno incidente. Para ondas
regulares de pequena amplitude, a elevagdo da
superficie, relativa ao nivel de repouso, é admitida
da forma:

’
’

n'= H? cos(k'x'— o't (101)

e a velocidade horizontal é dada por:

up = uf + (g +
gk’ — &y cosh[k’(zf3 + h')] . (102)
" o' coshk'h’

onde a freqiiéncia intrinseca é dada por (74).

Usando a relagdo de dispersdo dada por
(73), a expressdo de velocidade para o modelo com
ordem arbitraria é obtida:

uly =uil +(z + 0o
L1 o'’ (103)
K |1 - (a+1/3)k'h’)? |

Contorno aberto - A condicdo de radiacio em um
dominio infinito representa um problema numéri-
o, ja que o modelo tem que calcular em um domi-
nio limitado. Os casos onde ha somente ondas ou
correntes sdo relativamente simples e bem discuti-
dos na literatura; quando ondas e correntes estdo
presentes, o modelo numérico deve absorver as
ondas e transmitir a corrente. As equagdes gover-
nantes linearizadas para um fundo plano sdo apre-
sentadas para o tratamento das diferentes formas
de contorno aberto.

Absorc¢ao de ondas

Transporte de massa zero em uma parede

refletora é satisfeito impondo as seguintes condi-
coes:
anrw

uy’ =0 e
p ox'

=0 (104)

Termos dissipativos sdo adicionados a e-
quagdo de conservagdo de quantidade de movi-
mento para simular o problema de radiacdo em
regides finitas, como em Israeli e Orszag (1981). A
dissipacdo é introduzida, como em Chen (1997),
pela adigdo de um termo analogo a fricgdo no fun-
do a Equacao (81):

. Ks(x’)uf3 (105)

onde k é andlogo a viscosidade cinematica. A fun-
¢do s (x") varia de 0 a1 (no comego e fim da camada
dissipativa, respectivamente) para permitir uma
transmissdo suave na camada dissipativa, e é dada
por:

0 N x' <x!
sx)={explpy )-1 XX (106)
exp(l)—l Xg <X <Xj¢
onde:
=t (107)
Xf = Xg

pr é a posicdo relativa, x’s é a coordenada do con-
torno na malha, x’s é a coordenada do inicio da
camada dissipativa e N é uma constante (2 é usado
aqui). A camada dissipativa para ondas tem em

torno de dois a trés comprimentos de onda.

Transmissao de correntes

Para o caso de fundo plano e movimento
devido apenas a correntes, a condigdo de radiacdo
pode ser reescrita, em forma adimensional, como:

C

on
ot

" %(ch):o (108)

A equacdo de continuidade é dada por:

on® +% (snc+h)u§+£8nc—;hﬁio =O(M2) (109)

ot o

onde termos de O (u?) sdo considerados pequenos
para ondas longas. Combinando essas duas equa-
¢Oes, segue que:

en® = (en® + hug +£8”C—2+hfgo +o(?) (@10)
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Nota-se um termo adicional devido a vorti-
cidade horizontal em comparagdo a equagdo apre-
sentada por Chen (1997) para a condigdo de
radiagdo no caso de uma corrente constante ao lon-
go da vertical.

Absorcao de ondas e transmissao de correntes

Uma camada dissipativa como descrita em
Chen (1997), segundo Larsen e Dancy (1983), foi
usada. Um coeficiente dissipativo é usado para
atenuar e velocidade, assim como a elevacdo da
superficie, a um valor de referéncia no contorno
(neste caso, admite-se o valor da corrente perma-

nente), da seguinte forma:
’ rref

ui :ul

(U™ —uj) / Ci(0) (111)
O coeficiente dissipativo é dado por:
C.(i)=a,™" para i=nx-L,.nx (112)
onde o comprimento da camada dissipativa, L,
pode variar de 50 a 100 pontos da malha. Os valo-

res de 2.0 e 0.9 sdo usados para os e s, respectiva-
mente, como recomendado por Chen (1997).

Experimentos numéricos

Em todos os testes a batimetria consiste de
uma barra trapedoizal submersa sobre fundo cons-
tante (Figura 6), dado por:

8m x'<7m,x">53m
-02x'+94m 7m<x'<37m

h'= (113)
2m 37m<x'<41m

05x'-1.85m 41lm<x'<53m

como descrito por Chen (1997). Para efeitos de
comparacdo, a mesma distribuicdo do coeficiente
de Chézy é utilizada, e. g.:

(114)

C

300 mY?/s x'<37 m e x'>55m
130 m¥%/s 37 m<x'<55m

Os experimentos numéricos sdo agrupados
em duas categorias. A primeira pretende investigar
como a corrente influencia os pardmetros de onda.

0.8
A 1:50 1:20 B

0o 7 37 41 53 60

Figura 6. Batimetria modelo segundo Chen (1997).
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Uoth& Uop-h&e/2 Uis-h&q Uo-hé Uo

Figura 7. Esquema dos perfis de correntes usadas
nos testes numéricos.

Trés perfis de velocidade sdo considerados: uma
corrente constante em z (Cl), uma corrente com
cisalhamento vertical linear (C2) com o mesmo
transporte de massa de Cl, e uma corrente (C5)
com igual cisalhamento que o caso anterior (C2)
mas com a mesma velocidade na superficie que C1.
A segunda categoria pretende investigar a influén-
cia da magnitude do cisalhamento, para correntes
(C3 e C4) com mesmo transporte de massa que C2.
Todas as correntes (Figura 7) se propagam na dire-
¢do oposta a direcdo da onda. Os espacamentos em
t e x sd0 0.005 s e 0.02 m, respectivamente.

Propagacao de ondas monocromaticas

A Figura 8 mostra os resultados para pro-
pagacdo de ondas monocromaéticas com periodo de
1.2s e 24 s e amplitude de 0.02 m. Os resultados
indicam que ha concentragdo de energia em cima
da barra e geracdo de harmonicos dai em diante,
para a onda mais longa. Para a onda mais curta, ha
uma ligeira reducado da altura de onda, que é com-
pativel com a reducdo de densidade de energia de
onda nos estdgios iniciais de empinamento em &-
guas intermediarias e dissipagdo de energia. Em
ambos 0s casos, as velocidades sobre a barra sdo o
dobro dos valores iniciais. A pressdo é principal-
mente hidrostatica, mas a flutuagdo dindmica sobre
a barra é maior no caso da onda de 2.4 s.
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Figura 8. Resultados do modelo para elevagao da
superficie, velocidade no fundo e pressao no
fundo para ondas monocromaticas com
periodos:a) T"=12seb) T'=24s.

Geracao de correntes permanentes

A condicao inicial é dada por:

n()=n" i=12,..,nx (115)
’ hl : !
U ) = - M) +n &y i=1,2,,nx  (116)
(i) + 0’ 2

A equagdo de Bernoulli é usada para verifi-
car os resultados do modelo. Para isto, introduz-se
a fungdo corrente, que no plano x, z, é dada por:

= N (117)

onde a equagdo governante é:
Viy=f(y) onde f(y)=-&" (118)

A equagdo de Bernoulli como dada em
Neves (1987), 1é:

2 2
gz’+1 (a_\lfj +(8—Wj + [V f(s)ds
2|\ ox' 0z’ Yo (119)
=B em z'=v

onde B é constante em todo o fluido, f (s) é uma
funcdo arbitraria que descreve a distribuicao da

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
x (m) X (m)

Figura 9. Resultados do modelo elevacao da superficie,
velocidade no fundo e pressdao no fundo para correntes
a)C1(-),C2(--)eC5(---)eb) C2(--),C3(-) e C4 (- - -).

vorticidade ao longo das linhas de correntes, e *
indica a linha de corrente na qual a expressdo esta
sendo calculada. Para vorticidade constante, a e-
quacdo de Bernoulli no fundo e na superficie leém,
respectivamente:

’

p—b—gh'+%(u'b2 +w'b2):B'em z'=-h" (120)
p

’ 1 ! ’ ’ ’ ! !
gn*E(Uf #wi)-y 8 =Blem 2= (121)

Com a velocidade na superficie definida
por (69) em z’g = 1, a fungado corrente no fundo e na
superficie livre é dada por:

y(x',~h')=y, =0 (122)

’ ’ ’ r r h,+ ! 2 r
v(x',m)=y, =up(h'+n )+%§0 (123)

Quando se desprezam os efeitos dispersi-
vos na Equagédo (121), todos os termos com vortici-
dade se cancelam, resultando em:

gn'+%u'b2 =B’ (124)

Derivando a Equagdo de Bernoulli (121) em
relacdo a x, e usando a condi¢do de contorno na
superficie livre, a equagdo de conservacdo de quan-
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Figura 10. Resultados do modelo para elevagio da superficie, velocidade no fundo e pressio no
fundo para onda de 1.2 s nas correntes: a) C1, b) C2 e ¢) C5.

Tabela 1. Parametros iniciais para correntes permanentes em x” = 60 m (h” = 0.8 m).

- u'y® (m/s) & (1/s) u'sc (m/s) n' (m) B Q' (m?/s)
C1 -0.1770 0.0 -0.1770 0.0667 0.670 -0.1534
C2 -0.1340 -0.1 -0.2206 0.0664 0.660 -0.1536
c3 -0.0910 -0.2 -0.2642 0.0661 0.653 -0.1538
4 -0.0480 -0.3 -0.3078 0.0659 0.648 -0.1540
C5 -0.0920 -0.1 -0.1769 0.0490 0.480 -0.1141

Tabela 2. Parimetros de onda em x’ = 0 m (h” = 0.8 m).
- u'p(m/s) &9 (1/s) n'e (m) u's (m/s) k' (1/m) I' (m) k' (1/m) I' (m)
T'=1.2s T'=12s T'=24s T'=24s
- 0.0000 0.0 0.0000 0.0000 2.8663 21921 1.0319 6.0892
C1 -0.1798 0.0 0.0548 -0.1798 3.5233 1.7833 1.1312 5.5546
C2 -0.1377 -0.1 0.0551 -0.2232 3.6411 1.7256 1.1349 5.5362
c3 -0.0957 -0.2 0.0553 -0.2668 3.7747 1.6646 1.1386 5.5184
4 -0.0536 -0.3 0.0556 -0.3103 3.9262 1.6003 1.1420 5.5019
C5 -0.0950 -0.1 0.0412 -0.1791 3.4339 1.8298 1.1088 5.6669
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Figura 11. Resultados do modelo para elevacao da superficie, velocidade no fundo e pressiao no

fundo para onda de 2.4 s nas correntes: a) C1, b) C2 e c¢) C5.

tidade de movimento é obtida, e em varidveis adi-
mensionais 1é:
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Na aproximacao fracamente ndo linear, esta
equacdo é a mesma que (83) para escoamentos
permanentes. A constante de Bernoulli provou ser

um parametro facil de calcular e til no controle
dos resultados numéricos.

A Tabela1 apresenta os valores da veloci-
dade da corrente no fundo, u’<, e na superficie, u’s,
a vorticidade horizontal, &'y, transporte de massa,
Q’, e a constante de Bernoulli, B’, para os cinco
casos estudados. A Figura 9 mostra os resultados
para elevacdo da superficie, velocidade no fundo e
pressdo no fundo para as correntes C1, C2 e C5 (a) e
as correntes C2, C3 e C4 (b).

Ondas monocromaticas propagando-se
sobre correntes

Depois que a solugdo para a corrente per-
manente é determinada, os resultados sdo usados
como condi¢do inicial e ondas sdo introduzidas no
contorno incidente usando a aproximacédo da teoria
linear dada na se¢do “O Caso Unidimensional Ho-
rizontal - Condi¢es de Contorno”. As Figuras 10 e
11 mostram as propriedades do escoamento para
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Figura 12. Resultados do modelo para elevacao da superficie, velocidade no fundo e pressao no fundo para onda de

1.2 s nas correntes: a) C2, b) C3 e c¢) C4.

ondas de 1.2 e 2.4 s, respectivamente, propagando-
se nas correntes C1, C2 e C5. As Figuras 12 e 13
mostram o mesmo para C2, C3 e C4 e ondas de
1.2s e 2,45, respectivamente. A velocidade que é
mostrada nas Figuras 10 a 13 corresponde a com-
ponente irrotacional da velocidade, u’yc.

O efeito dindmico mais forte ocorre para a
onda de 2.4 s, assim como observado no caso da
auséncia de correntes. Para a onda de 1.2 s propa-
gando-se na corrente C1, Figura10a, o ponto de
maior amplitude é um pouco diferente daquele
achado por Chen (1997). Isto é esperado ja que no
caso dele, permite-se que a velocidade seja da or-
dem da celeridade da onda, enquanto as equacdes
usadas aqui sdo fracamente ndo lineares. Compa-
rando os resultados da onda de 1.2 s propagando-
se nas correntes C2, C3 e C4, o ponto de maior am-
plitude desloca-se lentamente para cima ja que as
velocidades da corrente na superficie ficam maio-
res. A Tabela 2 mostra o efeito da vorticidade no
comprimento de onda, usando a relagado de disper-
sdao do modelo. Os efeitos da corrente sdo mais

notaveis na onda mais curta ja que a velocidade de
grupo é menor. O efeito da vorticidade no compri-
mento de onda fica evidente (C2, C3 e C4), assim
como a magnitude da velocidade da corrente na
superficie (C1 e C5). A presenga da corrente afeta os
perfis de velocidade, mudando a pressdo dinamica.

CONCLUSOES

Equacdes governantes para a propagacdo
de ondas ndo lineares e fracamente dispersivas
O (u?) foram deduzidas para escoamentos com
vorticidade horizontal constante ao longo de z. O
relaxamento da condi¢do de irrotacionalidade na
direcdo horizontal foi motivado pela observagdo de
que escoamentos na zona costeira apresentam ten-
soes cisalhantes tanto no fundo como na superficie
livre. Portanto, foi a intencdo mostrar uma teoria
tipo Boussinesq numa perspectiva mais ampla.

A influéncia da vorticidade no movimento
ondulatério em si pode ser acessado pela equagdes
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Figura 13. Resultados do modelo para eleva¢io da superficie, velocidade no fundo e pressio no

fundo para onda de 2.4 s nas correntes: a) C2, b) C3 e c) C4.

deduzidas na secdo “Equagdes Estendidas para
Ondas Nao Lineares e Fracamente Dispersivas em
Escoamentos com Vorticidade Horizontal”. Estas
equagdes reduzem-se as equagdes estendidas tipo
Boussinesq quando a vorticidade é nula. O método
apresentado pode ser uma primeira aproximagao
para outras formas de distribuicdo de vorticidade
ao longo da profundidade.

As expressdes para a distribuicao de pres-
sdao ao longo da diregdo vertical na aproximagdo
fracamente ndo linear é formalmente a mesma para
casos irrotacionais ou rotacionais, exceto para o
caso de vorticidade varidvel no tempo. Isso moti-
vou uma investigacdo tedrica maior sobre o trans-
porte de vorticidade em modelos bidimensionais
na horizontal. As equagdes foram deduzidas para
diferentes razdes entre a vorticidade horizontal
(Vn) e vertical (Vv): fraca (<< 1), O (1) e forte (>> 1).
Parece evidente que o modelo completo deve ser
melhor investigado para se entender plenamente os
escoamentos em aguas rasas.

A influéncia da vorticidade horizontal no
escoamento é investigado para escoamentos bidi-

mensionais na vertical através da simulacio da
transformacdo de ondas na presenca de correntes
sem e com cisalhamento vertical (onde a vorticidade
é considerada permanente e uniforme). Para efeitos
numeéricos, a constante de Bernoulli provou ser um
pardmetro til para testar a convergéncia do modelo.
Resultados do modelo mostraram que a in-
clusdao de vorticidade modifica parametros como
velocidade e pressdao. Além disso, a inclusdao de
vorticidade modifica formalmente a forma da rela-
¢do de dispersao mudando o comprimento de onda
quando comparado ao caso de ondas interagindo
com correntes constantes ao longo da vertical. A
diferenga entre as relagdes de dispersao dos mode-
los com ordem arbitraria e fraca de ndo linearidade
indica que o primeiro deve ser usado no futuro.

AGRADECIMENTOS

Valeria S. Rego recebeu apoio financeiro da Funda-
¢do Capes, Brasil.



Ondas Nao Lineares e Dispersivas em Escoamentos com Vorticidade Horizontal

REFERENCIAS

CHEN, Q. (1997). The study of wave blocking and current
effects on nonlinear interactions of shallow water waves
using  advanced  Boussinesq models. Tese de
Doutorado, Old Dominion University.

DIAS, A. M. e NEVES, C. F. (1993). A determinagio de
altura de onda na presenga de correntes. X Simpésio
Brasileiro de Recursos Hidricos, Gramado, ABRH,
p. 446 - 455.

DINGEMANS, M. W. (1997). Water wave propagation
over uneven bottoms. World Scientific.

HEDGES, T. S. & LEE, B. W. (1992) The equivalent
uniform current in wave-current computations.
Coastal Engng 16, p. 301 - 311.

ISRAELI, M. & ORZAG, S. A. (1981). Approximation of
radiation boundary condition. . Comput. Phys. 41,
p- 115-135.

KIRBY, J. T. & CHEN, T.-M. (1989). Surface waves on
vertically sheared flows: approximate dispersion
relations. J. Geophys. Res. 94, p. 1013 - 1027.

KIRBY, J. T. (1997). Nonlinear, dispersive long waves in
water of variable depth. In: Gravity waves on water of
variable depth (ed. J. N. Hunt), Computational
Mechanics Publications, 10, p. 55 - 125.

LARSEN, J. & DANCY, H. (1983). Open boundaries in
short wave simulations - a new approach. Coastal
Engng 7, p. 285 -297.

NEVES, C. F. (1987). A particular rotational wave theory.
Tese de doutorado, University of Florida.

NWOGU, O. (1993). Alternate form of Boussinesq
equations for nearshore wave propagation. J.
Waterway,  Port, Coastal ~Ocean Engng 119,
p. 618 - 638.

PEREGRINE, D. H. (1967). Long waves on a beach. J.
Fluid Mech. 27, p. 815 - 827.

PEREGRINE, D. H. (1976). Interaction of water waves
and currents. Adv. Appl. Math. 16, p. 9 - 117.

REGO, V. S. (1999). Um modelo de ondas tipo Boussinesq
para escoamentos com cisalhamento vertical. Tese de
doutorado, Universidade Federal do Rio de Janeiro.

REGO, V. S. & NEVES, C. F. (1997). A Boussinesq-type
wave model with vertical shear. Proc. WAVES'97:
3rd Intl Symp. Ocean Wave Measurement Analysis,
Virginia Beach, ASCE, p. 446 - 460.

SKYNER, D. J. & EASSON, W.]. (1998). Wave kinematics
and surface parameters of steep waves traveling on
sheared currents. |. Waterway, Port, Coastal Ocean
Engng 124, p.1-6.

WEIL, G. & KIRBY, J. T. (1995). A time-dependent
numerical code for extended Boussinesq equations.
J. Waterway, Port, Coastal Ocean Engng 121,
p- 251 - 261.

WE], G; KIRBY, J. T.; GRILLL S. T. & SUBRAMANYA, R.
(1995). A fully nonlinear Boussinesq model for
surface waves. Part 1. Highly non-linear unsteady
waves. J. Fluid Mech. 294, p. 71 - 92.

WITTING, J. M. (1984). A unified model for the evolution
of nonlinear water waves. |. Comp. Phys. 56,
p- 203 - 236.

YOON, S. B. & LIU, P. L-F. (1989). Interactions of
currents and weakly nonlinear water waves in
shallow water. J. Fluid Mech. 205, p. 397 - 419.

Nonlinear and Dispersive Waves in Flows
with Horizontal Vorticity

ABSTRACT

Equations are derived describing the propaga-
tion of nonlinear and weakly dispersive waves in flows
with horizontal vorticity. A pre-defined velocity field is
assumed in which horizontal vorticity is uniform over
depth. For zero horizontal vorticity, the new equations
are reduced to the fully nonlinear Boussinesq-type equa-
tions of second order (improved) dispersion. The effect of
vorticity on the flow is demonstrated by simulating
waves riding on currents with and without linear verti-
cal shear for flows in the x, z plane. Model results for
uniform over depth currents are compared to vertically
sheared currents with (a) same mass transport but dif-
ferent vorticity and (b) same velocity at the surface.
Introduction of horizontal vorticity formally modifies the
dispersion relation.

Keywords: waves propagation; horizontal vor-
ticity.



