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O objetivo desta comunicação científica é
diagnosticar de maneira global e com vistas à apli-
cação em engenharia, instabilidades tipo “roll wa-
ves” em canal  de for te decl iv idade,  com
escoamento turbulento e propriedades reológicas
não-newtonianas. Numa primeira parte, propomos
um modelo matemático pautado nas equações
“shallow water” com termo de Bingham (efeito de
coesão). Numa segunda etapa, incluímos o termo
difusivo no grupo “shallow water”. Para ambos os
casos definimos os critérios de formação de “roll
waves” com base em análises de estabilidade line-
ar. Propomos, a seguir, um modelo numérico que
utiliza esquemas do tipo Godunov-VanLeer, oriun-
do da teoria de sistemas hiperbólicos não-lineares.
Impondo uma vazão constante a montante de um
canal e perturbação infinitesimal sobre o escoa-
mento supercrítico, “roll waves” descontínuos e
estáveis são gerados a jusante. Para escoamentos
de fluidos não-newtonianos, pudemos observar que
o efeito de Bingham favorece o desenvolvimento
de “roll waves”. Por fim, demonstramos matemati-
camente, que o efeito da viscosidade numérica
oriunda do esquema numérico utilizado é cerca de
10 vezes superior a uma viscosidade física envol-
vida.
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Os escoamentos que se processam sobre
fortes declividades podem desenvolver instabilida-
des. Entretanto o aspecto caótico presente na
natureza destes fenômenos instáveis, parece tender, ao
cabo de tempo finito, para um escoamento estacio-
nário, mais estável, com o aparecimento de ondas
longas periódicas em forma de ressalto hidráulico
ou “bore waves”. Tais perturbações são denomina-
das de “roll waves”. Se por um lado, essas ondas
são raras em escoamentos naturais, elas são fre-
qüentes em canais artificiais e vertedouros de bar-
ragens.

A proposta desta comunicação científica é
estudar do ponto de vista teórico, com apreciação
numérica, problemas de instabilidades no seio de
escoamentos de fluidos com comportamento reoló-
gico tipo fluido de Bingham. Em particular tentar-
se-á verificar a aptidão das equações “shallow
wate?’, combinadas à reologia “binghamiana” à
geração e propagação de “roll waves” em “debris
ou mudflows”. Numa 1a etapa verificaremos analiti-
camente, as condições de existência de “roll wa-
ves” e critérios de formação, seja em fluidos
newtonianos (água limpa), seja em fluidos não-
newtonianos (caso de “debris flow’); para numa 2ª
etapa gerar numericamente tais instabilidades. O
sistema de equações usado é do tipo “Saint Ve-
nant”  (Barre de Saint Venant, 1871) com e sem
termos de difusão. A modelagem numérica pro-
posta é do tipo volume finito onde os esquemas
Godunov-VanLeer (VanLeer, 1981) (compatíveis
com os sistemas hiperbólicos não-lineares) são
aplicados.
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As equações “shallow water” com choque
aqui utilizadas são obtidas a partir das equações
clássicas da mecânica dos fluidos às quais é adici-
onada uma lei de comportamento representativa de
uma reologia de fluido de Bingham, tal como τ = τc

+ µ.( ) se τ > τc e  = 0 se τ < τc, onde τc re-

presenta a tensão crítica de cisalhamento ou rigi-

dez inicial, µ a viscosidade dinâmica e  o

gradiente de velocidade. O sistema “shallow water”
é constituído de uma equação da conservação da
massa (1), uma equação da conservação da quan-
tidade de movimento (2) e nesse caso duas relati-
vas ao ressalto hidráulico (3) e (4):
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Nessas equações, h é a profundidade do es-
coamento; ho a profundidade do escoamento unifor-
me; u a velocidade média na vertical; w a velocidade
de propagação da frente do escoamento (celeridade);
C o coeficiente de Chézy; θ a declívidade do canal;
ρ a massa específica do fluido e α o coeficiente do
perfil de velocidade (α = 1, por simplificação).
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A proposta deste item é determinar as con-
dições necessárias e suficientes para a geração de
“roll waves” como solução das equações “shallow
water” numa reologia de fluido de Bingham e sem o
termo de difusão. Definamos, a princípio, as variáveis
de interesse e, por conseguinte, as escalas de
trabalho; a saber:

Escala de comprimento:

Escala de velocidades:

Escala de tempo:

nas quais  é a velocidade de propaga-
ção das ondas gravitacionais. Introduzindo as variá-
veis adimensionais nas Equações (1) e (4), e
desprezando as variações de massa específica, che-
gamos às seguintes equações:

A determinação do critério de formação de
“roll waves” requer, antes de tudo, uma solução para
a equação da superfície livre. Primeiramente, rees-
crevemos as Equações (5) e (6) em um sistema mó-
vel de coordenadas. Seja, por hipótese ζ  = X - W.T
onde W representa a velocidade adimensional de
propagação da frente do escoamento (celeridade). A
partir dessas premissas, obtemos duas equações
lineares a duas incógnitas (U’ e H’). A resolução deste
sistema fornecerá duas equações diferenciais com U’
e H’, a saber:

A relação entre (8) e (9) permite-nos verificar
que a vazão específica é uma constante conforme se
segue:

Se aplicarmos (10b) na expressão de H’
(Equação 8), obteremos finalmente uma equação não
linear de 1ª ordem, conforme explicitado em (11):

com  e .

(1)

(2)

ρ.h.(w-u) = ρ0.h0.w                       (3)

ρ0.h0.w.u = .ρ.g.h2.cos (θ) - τc.h0            (4)

(5)

(6)

H.(W-U) = W   e   W.U = .H2 - C*         (7)

(8)

(9)

                         ; H(W-U) = K = constante (10a,b)

(11)
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A resolução de (11) vai nos fornecer o perfil
desejado da superfície livre. Verificamos, entre-
tanto, que para esta equação não existe solução
periódica. A proposta seria então tentarmos “cons-
truir” soluções periódicas a partir de soluções con-
tínuas intercaladas por ressaltos hidráulicos. Para
isto, precisamos encontrar soluções contínuas que
apresentem a propriedade que, em uma determi-
nada seção, o escoamento seja supercrítico e
numa outra posterior, seja subcrítico. Por continui-
dade, deve existir um ponto de abscissa ζ0, de
profundidade H0, e velocidade U0, onde o número
de Froude seja igual a unidade (escoamento críti-

co). Exposto isto, tem-se que W - U0 = . Para
este ponto, em particular, o denominador da Equa-
ção (11) é nulo, o que significa uma descontinuida-
de, salvo para o caso em que o numerador também
seja nulo. Este ponto crítico é necessariamente
diferente daquele onde ocorre o ressalto, de manei-
ra que só é possível construir “roll waves” dando o
numerador e o denominador se anulam concomi-
tantemente. Assim, tem-se:

Substituindo (10b) em (11), e após alguns
desenvolvimentos matemáticos, temos a equação
diferencial para a superfície livre no intervalo contí-
nuo, a saber:

Enfim, para gerarmos “roll waves”, a partir

da Equação (12), é necessário que  H = Ho > 0, o

que implica em:
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A Inequação (13) define um domínio para o
qual podem-se formar” roll waves”. Tais resultados
são ilustrados na Figura 1. Observa-se que para
um acréscimo do termo de Bingham (coesão do
material ou da tensão crítica τc), “roll waves” po-
dem se desenvolver mais facilmente, ou seja, o
aumento deste parâmetro favoreceria o desenvol-
vimento dessas perturbações. Essa conclusão está
de acordo, por exemplo, com as observações ex-
perimentais de Takahashi (1990), que gera “roll
waves” no laboratório para números de Froude < 2.
Se a coesão do fluido C* for nula, a desigualdade

(16) é dada por: , o que está

de acordo com Dressler (1949) - geração de “roll
waves” em “água limpa”.
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A proposta desse parágrafo é colocar em
evidência os critérios de. formação de “roll waves”
com base na análise de estabilidade linear. Para
tanto recorrer-se-á novamente ao sistema “shallow
water” (Equações 1 e 2). Acrescentando-se à
Equação (2), ao longo da corrente, o termo difusivo

, na qual υ representa a viscosidade

cinemática média; a equação da quantidade de
movimento toma a seguinte forma:

��3����45���6�'�������7�	
8'������
+��

�9���	,5

(12)

(13)
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O segundo membro da Equação (14) leva,
portanto, em consideração quatro efeitos, a saber:
o efeito da força peso, representada pela gravida-
de, o cisalhamento devido à modelação do fluido
de Bingham, o efeito da dissipação turbulenta via
coeficiente de Chézy e por fim, a dissipação visco-
sa representada pelo termo em v, adaptado ao
grupo “shallow water”. Os parâmetros que poderão
eventualmente colocar em evidência as prováveis
instabilidades no seio do escoamento, passam
obrigatoriamente por um processo de adimensio-
nalização do sistema. Tomando o escoamento
uniforme como base no processo de adimensiona-
lização, e aplicando as escalas características, tais
como: x = L.x’, h = hn.h’ para comprimentos,

u = un.u’, para velocidades e 

para as tensões, onde L representa o comprimento
de onda e n um índice que caracteriza a proprieda-
de do regime normal ou uniforme, obtém-se (omi-
tindo-se o caracter ‘):

com: 

Passando ao estudo da estabilidade linear,
admite-se que as alturas e velocidades sejam
submetidas a pequenas perturbações, tais como:

^ ^ ^ ^
u=1+u com u << 1 e h = 1+h com h << 1. Intro-
duzindo a Equação (15) em (16) e desprezando os
termos de segunda ordem, obtém-se o sistema de

^ ^
equações das quantidades perturbadas h e u Por
fim, omitindo-se a notação (^), chegamos a:

A Equação (17) pode ser inserida em (18),
o que nos possibilita eliminar u e chegar a uma
equação que leva apenas em consideração a vari-
ável h, a saber:

Em posse da Equação (19), passa-se a
pesquisar os critérios de desenvolvimento de insta-
bilidades de número de onda k e de freqüência w.
As soluções da forma h(x,t) = H(k).e(ikx-wt) onde
w = wr + i.wi, são interessantes de se obter, obser-
vando que wr ≥ 0 a fim de garantir estabilidade.
Introduzindo h(x, t) na Equação (19), obtém-se uma
equação de ordem 2 com coeficientes complexos.
A partir daí, separa-se a parte real e imaginária,
criando portanto duas outras equações (uma para
wr e outra para wi) que nos permite obter o polinô-
mio P(wr) tendo como única incógnita wr. Nesse
ponto, nos interessa discutir sobre a existência e a
natureza dos sinais das raízes de P(wr). É sabido
que só haverá estabilidade se as raízes de P(wr)
são positivas ou nulas. Após alguns desenvolvi-
mentos matemáticos demonstramos que P(wr) é
uma função estritamente monótona decrescente no
intervalo ]-∞; 0]; de onde conclui-se que a condição
necessária e suficiente para que as raízes de P(wr)
sejam positivas é que P(0) seja positivo (P(0) > 0).
Após alguns desenvolvimentos matemáticos, che-
gamos ao número de Froude crítico Fc dado por:

(14)

(16)

(15)

(17)

(18)

(19)
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A partir dos resultados obtidos anteriormente,
podemos começar a ilustrar alguns norteadores de
critérios de formação e desenvolvimento de “roll wa-
ves” em função dos parâmetros físicos envolvidos. As
figuras que se seguem mostram a influência do núme-
ro de Reynolds Re e do número de onda k em função
do número de Froude crítico Fc para vários valores da
coesão C* (efeito de Bingham). A Figura 2 mostra a
influência do número de ondas (comprimento de on-
das) sobre o Froude crítico para dois parâmetros

fixos, quais sejam  = 0.05 e α  =1.00.

Pode-se deduzir a partir Figura 2 que “roll waves”
tendem a se desenvolver mais facilmente ou mais
rapidamente para um cenário de pequenos números
de onda e valores elevados da tensão crítica de Bin-
gham (efeito da coesão). Afirmar-se-ia por um lado
que um aumento no valor da coesão levaria ou favo-
receria o aparecimento de instabilidades tipo “roll
waves” e, por outro lado, que ondas longas seriam as
primeiras a se desestabilizar.

A Figura 3 mostra a influência da rigidez adi-
mensional C* sobre o número de Froude como função
do número de Reynolds Re. Pode-se observar que,
da mesma maneira que no resultado ilustrado na
Figura 2, um aumento na coesão do fluido proporcio-
naria o aparecimento precoce de “roll waved’, para
Froude e Reynolds fixados.
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O objetivo desse parágrafo é apresentar
alguns resultados de ordem numérica quando da

geração de “roll waves” em fluidos newtonianos e
não-newtonianos. O programa de simulação de-
senvolvido teve sua formulação teórica assentada
na teoria de sistemas não-lineares hiperbólicos e
suas decorrências, notadamente a resolução dos
problemas de Riemman (Vila, 1986). As simula-
ções numéricas foram executadas a partir de es-
quemas numéricos de VanLeer (2a ordem no
tempo e no espaço) e efetuadas em canal de se-
ção retangular de 1000 m de comprimento (com
incremento de espaço ∆x = 1,00 m) e declividade
significativa, da ordem de 30%. Trabalhando com
regimes de escoamento preferencialmente turbu-
lentos e supercríticos, duas condições limites a
montante puderam ser fixadas, a saber: vazão de
800 I/s/m e lâmina d’água de 0.15 m. Sobre essa
vazão, pequenas perturbações (da ordem do por
cento) foram impostas, de maneira a gerar “roll
waves” estáveis a jusante do canal, como ilustram
os diagramas a seguir.

Uma primeira série de testes foi realizada,
o que nos permitiu uma apreciação mais global do
fenômeno em questão, sobretudo no que diz res-
peito às condições iniciais da perturbação imposta,
conforme descrito a seguir:

i. uma perturbação a montante sobre a va-
zão, do tipo senoidal, mostrou-se “capaz de
gerar “roll waves” bem definidos (Figura 4);

ii. uma perturbação aleatória não conseguiu
gerar” rol[ waves” bem definidas, ou seja,
com uma freqüência preferencial marcada,
entretanto gerou uma superfície livre pul-
sante e com aspectos caóticos, como de-
monstra a Figura 5.

No que diz respeito à amplitude da pertur-
bação imposta (caso senoidal), os resultados mos-
tram que:

i. para uma dada freqüência, a amplitude da
perturbação não deve influenciar sobre a am-
plitude da” roll wavem gerada;

ii. entretanto, uma maior ou menor amplitude da
perturbação deverá antecipar ou retardar o
aparecimento da “roll wave”, como se pertur-
basse mais ou menos o escoamento base,
sem, no entanto, alterar a amplitude da “roll
wave” gerada (ver Figuras 6 e 7).

Quanto ao’ comprimento de onda da pertur-
bação imposta, os ensaios numéricos mostram que a
“roll wave” gerada possui o mesmo comprimento.
Uma pequena perturbação de T = 3,14 s gerou uma
“roll wave” de mesmo período (com respectivo com-
primento de onda de 25 m). A Figura 8 ilustra esse
resultado.

(20)
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Uma segunda série de testes foi realizada,
levando em conta a nova reologia e sua implicação
sobre a geração e características das ondas produzi-
das. Vários testes foram executados, o que nos per-
mitiu estabelecer uma fronteira ou domínio de
formação de “roll waves„ em função dos parâmetros
em jogo, quais sejam: β que leva em consideração a

declividade do canal e sua resistência; tensão de
Bingham X (função da coesão C* do fluido, e de

; assim como da celeridade da onda

W). Ver Figura 9.
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Para esse caso pudemos constatar que
para β constante, o efeito da tensão de Bingham
parece não influenciar de maneira significativa
sobre o período ou comprimento de onda, recon-
firmando assim as mesmas conclusões que para
um fluido newtoniano. Em contrapartida quando
levamos em consideração o efeito coesivo (C*),
para uma dada amplitude da perturbação, as “roll
waves” aparecem mais cedo e apresentam maiores
alturas. As Figuras 10 e 11 ilustram esses resulta-
dos.

Uma terceira série de testes consistiu em
verificar a sensibilidade de nosso sistema não-
linear quando submetido a pequenas perturbações
simultâneas e de freqüências e amplitude distintas
da forma h(x, t) = Ho exp (Kx-w(t).t), onde k é o
número de ondas e w(t) as freqüências. O diagra-
ma a seguir ilustra alguns resultados para diversas
configurações: Figuras 12 e 13 (para fluidos
newtonianos) e Figuras 14 e 15 (fluidos não-
newtonianos).

A partir desses resultados, cabe comentar:

i. a amplitude da perturbação não intervém so-
bre a amplitude da “roll wave” gerada;

ii. a “roll wave” gerada a jusante apresenta o
período ou comprimento de onda referente ao
maior comprimento de onda das perturba-
ções distintas impostas a montante, depois
de passar e capturar outras freqüências (me-
nores comprimentos de onda). Outra análise
aqui cabível e que comprova tal resultado
vem do fato que ondas longas (grandes com-
primentos de onda) são quase sempre as
primeiras a se desestabilizarem, conforme
ilustrado pela Figura 2;

iii. para a nova reologia binghamiana, constata-
mos com base nas Figuras 10 e 11 que as
tendências são as mesmas apontadas quan-
do do fluido newtoniano, ou seja, as “roll wa-
ves” aparecem mais cedo e com alturas
maiores.
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Uma vez que as perturbações senoidais
impunham o período das “roll waves” geradas,
achamos de bom alvitre verificar esse resultado
para as grandes e as pequenas freqüências, cujos
resultados, ainda que parciais, são apresentados
na Tabela 1.

Pôde-se observar que para uma certa di-
nâmica do escoamento no canal com declividade,
resistência e freqüência bem definidas, uma pe-
quena perturbação, ainda que infinitesimal, gerava
“roll waves”, se a freqüência dessa perturbação
(senoidal, no caso) estivesse compreendida entre
um valor mínimo e um valor máximo, que depen-
dia, entre outros, da própria dinâmica do sistema.
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O objetivo dessa parte do artigo é determi-
nar, ainda que em 1a ordem, a expressão e quanti-
ficação da difusão numérica afim de compará-la
com a difusão física (viscosidade física). O efeito
de difusão numérica provável, oriunda do esquema
numérico utilizado, dependerá do incremento espa-
cial ∆x e do incremento de tempo ∆t.

Seja então uma aproximação por diferen-
ças finitas de incremento ∆x constante em todo
domínio. Fazendo uma aproximação por diferenças
finitas do sistema de Saint Venant em questão,
podemos escrever como se segue:

onde ,t designa a derivada em relação ao tempo t e
,x a derivada em relação a x.

Uma vez que o regime de escoamento é de
natureza torrencial ou rápida, torna-se possível
determinar o valor exato do fluxo numérico, a sa-
ber:

Em 2ª ordem:

Ora, sabemos que:

De onde se obtém a equação equivalente
do esquema numérico:

onde Id é a matriz identidade. Dessa maneira, a
viscosidade numérica buscada é da ordem de:

No caso do sistema tratado (Saint Venant),
tem-se uma matriz [M] dada por:

�Período da perturbação        Período da “roll wave”

12,56 s
  3,14 s
  2,00 s
  1,57 s
  1,05 s
  0,78 s

sem “roll wave”
       3,14 s
       2,00 s
       1,57 s
       1,05 s
sem “roll wave”
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U,t + f(U)x = 0

Com: 

Uma vez que a característica associada ao
autovalor u-c penetra no domínio de cálculo, tem-
se que a solução estacionária do problema de Ri-
emann é igual ao valor à esquerda (esquema de-
centrado a montante ou progressivo). Sendo assim,
o esquema pode então ser escrito da seguinte
forma:

                                     u-c > 0



38

Critérios de Formação de Instabilidades em Canais de Forte Declividade para uma Reologia não-Newtoniana

O termo de difusão da equação da conser-
vação da quantidade de movimento devido à visco-
sidade numérica é dada, no caso, pela seguinte
expressão:

Admitindo que u seja da ordem de grande-
za de C e utilizando a condição de Courant-
Friedrichs-Lévy (CFL), demonstra-se que esse
termo é da ordem de:

A equação de conservação da quantidade
de movimento, nesse caso, é dada por:

A última equação mostra que implicita-
mente introduzimos no segundo membro da equa-
ção da quantidade de movimento, um termo
dissipativo complementar e que tende a zero quan-
do o incremento espacial ∆x diminue. Exposto isto,
a viscosidade numérica é, então, dada por:

� (!�������#�����"��� ���
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Para o fenômeno investigado, a velocidade
u esteve na faixa compreendida entre 2 m/s e
10 m/s. Admitindo um incremento ∆x = 1 m, che-
gamos a uma viscosidade numérica mínima da
ordem de 1 m2/s. Mas na prática, o incremento ∆x
é ligeiramente superior, uma vez que queremos
tratar problemas de engenharia em larga escala
com domínios estendendo-se até dezenas de qui-
lômetros. Entretanto, no melhor dos casos, a visco-
sidade física, nesses casos (numa lava torrencial
por exemplo), não deverá exceder de 0,1 m2/s, o
que nos fornece:

De maneira que podemos concluir que
para as escalas que pretendemos trabalhar a difu-
são numérica é ordens de vezes superior a difusão
física. A contribuição da viscosidade física pode,
pois, ser desprezada nas equações, o -que justifica
a posteriori, a hipótese utilizada para a determina-
ção do modelo matemático. No entanto cabe aqui
citar que para simulações em escalas menores, da
ordem do centímetro, por exemplo, seria conveni-
ente elaborar um modelo matemático que levasse
em conta o efeito viscoso (análise de pequenas
escalas), e por conseguinte um modelo numérico
implícito seria mais apropriado, pois possibilitaria
um aumento do passo de tempo, por exemplo. Os
esquemas implícitos são incondicionalmente está-
veis.
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The purpose of this article is to investigate
the criteria for the occurrence of roll wave phenom-
ena in supercritical and turbulent Newtonian and
non-Newtonian flows from the engineering point of
view. Rewriting the shallow water equations and
taking into account the Bingham flow behavior and
flow viscosity, first, we present the conditions for
the development of roll waves using the linear sta-
bility technique. Second, we prepared a new
mathematical model based on shallow water equa-
tions in which numerical simulation was performed
with a finite volume technique using Godunov-Van
Leer schemes. Imposing constant discharge up-
stream of the channel and superposing a small
disturbance, we observed that roll waves can de-
velop more easily for small wave numbers and high
cohesions. Finally, based on our mathematical
model we demonstrated that the effect of numerical
viscosity is 10 times that of physical viscosity.


