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RESUMO

O objetivo desta comunicagdo cientifica é
diagnosticar de maneira global e com vistas a apli-
cacdo em engenharia, instabilidades tipo “roll wa-
ves” em canal de forte declividade, com
escoamento turbulento e propriedades reolégicas
nao-newtonianas. Numa primeira parte, propomos
um modelo matemético pautado nas equacdes
“shallow water” com termo de Bingham (efeito de
coesdo). Numa segunda etapa, incluimos o termo
difusivo no grupo “shallow water”. Para ambos os
casos definimos os critérios de formacgéao de “roll
waves” com base em andlises de estabilidade line-
ar. Propomos, a seguir, um modelo numérico que
utiliza esquemas do tipo Godunov-VanLeer, oriun-
do da teoria de sistemas hiperbdlicos nao-lineares.
Impondo uma vazao constante a montante de um
canal e perturbacao infinitesimal sobre o escoa-
mento supercritico, “roll waves” descontinuos e
estaveis sdo gerados a jusante. Para escoamentos
de fluidos ndo-newtonianos, pudemos observar que
o efeito de Bingham favorece o desenvolvimento
de “roll waves”. Por fim, demonstramos matemati-
camente, que o efeito da viscosidade numérica
oriunda do esquema numérico utilizado é cerca de
10 vezes superior a uma viscosidade fisica envol-
vida.

INTRODUGAO

Os escoamentos que se processam sobre
fortes declividades podem desenvolver instabilida-
des. Entretanto o aspecto caotico presente na
natureza destes fendbmenos instaveis, parece tender, ao
cabo de tempo finito, para um escoamento estacio-
nario, mais estavel, com o aparecimento de ondas
longas periddicas em forma de ressalto hidraulico
ou “bore waves”. Tais perturbacées sao denomina-
das de “roll waves”. Se por um lado, essas ondas
sdo raras em escoamentos naturais, elas séo fre-
guentes em canais artificiais e vertedouros de bar-
ragens.

A proposta desta comunicacao cientifica é
estudar do ponto de vista tedrico, com apreciagao
numeérica, problemas de instabilidades no seio de
escoamentos de fluidos com comportamento reol6-
gico tipo fluido de Bingham. Em particular tentar-
se-a verificar a aptiddo das equacdes “shallow
wate?’, combinadas a reologia “binghamiana” a
geracdo e propagacao de “roll waves” em “debris
ou mudflows”. Numa 12etapa verificaremos analiti-
camente, as condi¢cdes de existéncia de “roll wa-
ves” e critérios de formacdo, seja em fluidos
newtonianos (adgua limpa), seja em fluidos nédo-
newtonianos (caso de “debris flow’); para numa 22
etapa gerar numericamente tais instabilidades. O
sistema de equacdes usado € do tipo “Saint Ve-
nant” (Barre de Saint Venant, 1871) com e sem
termos de difusdo. A modelagem numérica pro-
posta é do tipo volume finito onde os esquemas
Godunov-VanLeer (VanLeer, 1981) (compativeis
com os sistemas hiperbélicos néo-lineares) sao
aplicados.

MODELACAO MATEMATICA VIA
EQUACOES “SHALLOW WATER?” -
FORMA CONSERVATIVA

As equacdes “shallow water” com choque
aqui utilizadas séo obtidas a partir das equacdes
classicas da mecéanica dos fluidos as quais € adici-
onada uma lei de comportamento representativa de
uma reologia de fluido de Bingham, tal como 1 =1,

du T}
+u.(dy)ser>rce =0seT1<T1,onde T, re-

dy
presenta a tensao critica de cisalhamento ou rigi-
- . : - du
dez inicial, p a viscosidade dinamica e dy 0

gradiente de velocidade. O sistema “shallow water”
€ constituido de uma equacao da conservacao da
massa (1), uma equacédo da conservacgao da quan-
tidade de movimento (2) e nesse caso duas relati-
vas ao ressalto hidraulico (3) e (4):
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Nessas equacdes, h é a profundidade do es-
coamento; h, a profundidade do escoamento unifor-
me; u a velocidade média na vertical; w a velocidade
de propagacéo da frente do escoamento (celeridade);
C o coeficiente de Chézy; 6 a declividade do canal;
p a massa especifica do fluido e a o coeficiente do
perfil de velocidade (a = 1, por simplificag&o).

CONDICOES DE EXISTENCIA DE
“ROLL WAVES” NA NOVA REOLOGIA
DE FLUIDO DE BINGHAM, SEM
TERMO VISCOSO

A proposta deste item é determinar as con-
dicdes necessarias e suficientes para a geragdo de
“roll waves” como solucéo das equacdes “shallow
water” numa reologia de fluido de Bingham e sem o
termo de difus&o. Definamos, a principio, as variaveis
de interesse e, por conseguinte, as escalas de
trabalho; a saber:

Escala de comprimento:

g x - Xtan(9)
hg hq

Escala de velocidades:

o U W W
ﬂl'g_h o - COE(H) vﬂ.hn.mﬂﬂ H)

Escala de tempo:
t
hg 1
(0} Jahg. cos(h)

T =

nas quais 4/ghg.ces{i} € a velocidade de propaga-
¢do das ondas gravitacionais. Introduzindo as varia-
veis adimensionais nas Equacbes (1) e (4), e
desprezando as variacdes de massa especifica, che-
gamos as seguintes equacdes:
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A determinacao do critério de formagéo de
“roll waves” requer, antes de tudo, uma solucao para
a equacao da superficie livre. Primeiramente, rees-
crevemos as Equacgdes (5) e (6) em um sistema mo-
vel de coordenadas. Seja, por hipétese { =X - W.T
onde W representa a velocidade adimensional de
propagacéo da frente do escoamento (celeridade). A
partir dessas premissas, obtemos duas equacdes
lineares a duas incégnitas (U’ e H’). Aresolucdo deste
sistema fornecera duas equacdes diferenciais com U’
e H’, a saber:

" 2
C U
Y B U R o
i U-w)? -H
2
i L
U= Wi A —)
i)
U= H _H ©)
& U-w)* -H

Arelacéo entre (8) e (9) permite-nos verificar
que a vazao especifica € uma constante conforme se
segue:

ﬂ = L ; H(W-U) = K = constante (10a,b)
s WL
Se aplicarmos (10b) na expressao de H’
(Equacéo 8), obteremos finalmente uma equacéo néo
linear de 12 ordem, conforme explicitado em (11):

. 2
H[,_ C*_, (HW 3w:;.
H H |
== (11)
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Aresolucgéo de (11) vai nos fornecer o perfil
desejado da superficie livre. Verificamos, entre-
tanto, que para esta equacao nao existe solucdo
periodica. A proposta seria entdo tentarmos “cons-
truir” solucdes periddicas a partir de solucdes con-
tinuas intercaladas por ressaltos hidraulicos. Para
isto, precisamos encontrar solu¢des continuas que
apresentem a propriedade que, em uma determi-
nada se¢cao, o escoamento seja supercritico e
numa outra posterior, seja subcritico. Por continui-
dade, deve existir um ponto de abscissa (,, de
profundidade H,, e velocidade U,, onde o nimero
de Froude seja igual a unidade (escoamento criti-

co). Exposto isto, tem-se que W - U, = ‘.'H,:, . Para
este ponto, em particular, o denominador da Equa-
¢ao (11) é nulo, o que significa uma descontinuida-
de, salvo para o caso em que o numerador também
seja nulo. Este ponto critico é necessariamente
diferente daquele onde ocorre o ressalto, de manei-
ra que so é possivel construir “roll waves” dando o
numerador e o denominador se anulam concomi-
tantemente. Assim, tem-se:

2

i

= A
LW 4 1,"{: A1 =+ pw?
1-f

! A
W -G (1- )+ pw2
1-p
K = (W =Ug)Hy = (Hg )&

U.:|=

Substituindo (10b) em (11), e apos alguns
desenvolvimentos matematicos, temos a equagéo
diferencial para a superficie livre no intervalo conti-
nuo, a saber:

aH R4 H(Hg - € W) + BHg 12
dg (Hgz +HHg +H?)

Enfim, para gerarmos “roll waves”, a partir
~ . L. H
da Equacao (12), é necessario que — -1, >0, 0

L=

que implica em:

C* (1-B)

|
1= B+
| 2
g\ Iﬁ <1 (13)
—B+ Py
\ w?

Discussiao dos resultados teodricos

A Inequacao (13) define um dominio para o
gual podem-se formar” roll waves”. Tais resultados
sdo ilustrados na Figura 1. Observa-se que para
um acréscimo do termo de Bingham (coesédo do
material ou da tenséo critica tc), “roll waves” po-
dem se desenvolver mais facilmente, ou seja, o
aumento deste parametro favoreceria o desenvol-
vimento dessas perturbagdes. Essa conclusao esta
de acordo, por exemplo, com as observacdes ex-
perimentais de Takahashi (1990), que gera “roll
waves” no laboratorio para numeros de Froude < 2.
Se a coeséo do fluido C* for nula, a desigualdade
dq
E_zl
de acordo com Dressler (1949) - geracao de “roll
waves” em “agua limpa”.

1
(16) é dada por: [i = i lania} = 0 que esta
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Figura 1. Dominio de existéncia de
“roll waves”.

CRITERIO, DE GERAGAO DE “ROLL
WAVES” COM BASE NA ANALISE DE
ESTABILIDADE LINEAR, NA NOVA
REOLOGIA BINGHAMIANA E COM
INCLUSAO DO TERMO VISCOSO

A proposta desse paragrafo é colocar em
evidéncia os critérios de. formacéo de “roll waves”
com base na analise de estabilidade linear. Para
tanto recorrer-se-a novamente ao sistema “shallow
water” (Equacbes 1 e 2). Acrescentando-se a
Equacéo (2), ao longo da corrente, o termo difusivo

/ fu . .
oy Mu——l, na gual v representa a viscosidade
K [}

cinematica média; a equacao da quantidade de
movimento toma a seguinte forma:



Critérios de Formacao de Instabilidades em Canais de Forte Declividade para uma Reologia nao-Newtoniana

Ahuy | S(echu?) +gheos(e) 20 = ghsin(e) - & —
ot K F 4 P
gu A u

- - e
oz exax (14)

O segundo membro da Equacédo (14) leva,
portanto, em consideracdo quatro efeitos, a saber:
o efeito da forca peso, representada pela gravida-
de, o cisalhamento devido a modelacéo do fluido
de Bingham, o efeito da dissipac¢ao turbulenta via
coeficiente de Chézy e por fim, a dissipac¢éo visco-
sa representada pelo termo em v, adaptado ao
grupo “shallow water”. Os parametros que poderéo
eventualmente colocar em evidéncia as provaveis
instabilidades no seio do escoamento, passam
obrigatoriamente por um processo de adimensio-
nalizacdo do sistema. Tomando o escoamento
uniforme como base no processo de adimensiona-
lizagdo, e aplicando as escalas caracteristicas, tais
como: x = L.x’, h = h,.h’ para comprimentos,

I
g Sinfd)
para as tensdes, onde L representa o comprimento
de onda e n um indice que caracteriza a proprieda-
de do regime normal ou uniforme, obtém-se (omi-
tindo-se o caracter *):

u = u,u’, para velocidades e *
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Passando ao estudo da estabilidade linear,
admite-se que as alturas e velocidades sejam
submetidas a pequenas perturbacdes, tais como:

N N N N
u=l+u comu << 1l e h = 1+h com h << 1. Intro-
duzindo a Equacao (15) em (16) e desprezando os
termos de segunda ordem, obtém-se o sistema de
N N
equacdes das quantidades perturbadas h e u Por
fim, omitindo-se a notacéo ("), chegamos a:
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A Equacéao (17) pode serinserida em (18),
0 que nos possibilita eliminar u e chegar a uma
equacéo que leva apenas em consideracéo a vari-
avel h, a saber:

-2 -2 -2
c'lz-l'z"-"""-f?-[u-ill.rh=
P Fxil F2 .-H
=3 a3
2 #%h tg(a)
—.{ ¢ b= HE'
|‘t-:‘]{z |".:l'.3 FF'2 (il
.'h
(1-C").(-2. = (19)
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Em posse da Equacédo (19), passa-se a
pesquisar os critérios de desenvolvimento de insta-
bilidades de niumero de onda k e de freqiéncia w.
As solucdes da forma h(x,t) = H(k).et™") onde
w = w, + i.w;, S8o interessantes de se obter, obser-
vando que w, = 0 a fim de garantir estabilidade.
Introduzindo h(x, t) na Equacéo (19), obtém-se uma
equacédo de ordem 2 com coeficientes complexos.
A partir dai, separa-se a parte real e imaginaria,
criando portanto duas outras equacdes (uma para
w, € outra para w;) que nos permite obter o polino-
mio P(w,) tendo como Unica incognita w,. Nesse
ponto, nos interessa discutir sobre a existéncia e a
natureza dos sinais das raizes de P(w,). E sabido
gue sO havera estabilidade se as raizes de P(w,)
sao positivas ou nulas. Apds alguns desenvolvi-
mentos matematicos demonstramos que P(w,) é
uma funcéo estritamente monétona decrescente no
intervalo ]-o; 0]; de onde conclui-se que a condig&o
necessaria e suficiente para que as raizes de P(w,)
sejam positivas é que P(0) seja positivo (P(0) > 0).
Apés alguns desenvolvimentos matemaéticos, che-
gamos ao numero de Froude critico F. dado por:
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Discussao dos resultados tedricos,
com difusao

A partir dos resultados obtidos anteriormente,
podemos comecar a ilustrar alguns norteadores de
critérios de formacéo e desenvolvimento de “roll wa-
ves” em fungdo dos parametros fisicos envolvidos. As
figuras que se seguem mostram a influéncia do nime-
ro de Reynolds Re e do nimero de onda k em fungéo
do nimero de Froude critico Fc para varios valores da
coesdo C* (efeito de Bingham). A Figura 2 mostra a
influéncia do nimero de ondas (comprimento de on-
das) sobre o Froude critico para dois parametros

5
Re - 0.05 e a =1.00.

Pode-se deduzir a partir Figura 2 que “roll waves”
tendem a se desenvolver mais facilmente ou mais
rapidamente para um cenério de pequenos nimeros
de onda e valores elevados da tenséo critica de Bin-
gham (efeito da coeséo). Afirmar-se-ia por um lado
que um aumento no valor da coeséo levaria ou favo-
receria o aparecimento de instabilidades tipo “roll
waves” e, por outro lado, que ondas longas seriam as
primeiras a se desestabilizar.

A Figura 3 mostra a influéncia da rigidez adi-
mensional C* sobre o nimero de Froude como fungéo
do niimero de Reynolds Re. Pode-se observar que,
da mesma maneira que no resultado ilustrado na
Figura 2, um aumento na coeséo do fluido proporcio-
naria o aparecimento precoce de “roll waved’, para
Froude e Reynolds fixados.

fixos, quais sejam & =

TESTES DE VALIDAGCAO -
RESULTADOS NUMERICOS

O objetivo desse paragrafo é apresentar
alguns resultados de ordem numérica quando da

geracao de “roll waves” em fluidos newtonianos e
nao-newtonianos. O programa de simulacéo de-
senvolvido teve sua formulagédo tedrica assentada
na teoria de sistemas néo-lineares hiperbdlicos e
suas decorréncias, notadamente a resolucéo dos
problemas de Riemman (Vila, 1986). As simula-
¢des numéricas foram executadas a partir de es-
guemas numéricos de VanLeer (22 ordem no
tempo e no espaco) e efetuadas em canal de se-
¢ao retangular de 1000 m de comprimento (com
incremento de espacgo Ax = 1,00 m) e declividade
significativa, da ordem de 30%. Trabalhando com
regimes de escoamento preferencialmente turbu-
lentos e supercriticos, duas condi¢des limites a
montante puderam ser fixadas, a saber: vazéo de
800 I/s/m e lamina d’agua de 0.15 m. Sobre essa
vazao, pequenas perturbacdes (da ordem do por
cento) foram impostas, de maneira a gerar “roll
waves” estaveis a jusante do canal, como ilustram
os diagramas a seguir.

Uma primeira série de testes foi realizada,
0 que nos permitiu uma apreciacao mais global do
fendbmeno em questao, sobretudo no que diz res-
peito as condic¢des iniciais da perturbagdo imposta,
conforme descrito a seguir:

i. uma perturbacdo a montante sobre a va-
z&o0, do tipo senoidal, mostrou-se “capaz de
gerar “roll waves” bem definidos (Figura 4);

ii. uma perturbacéo aleatéria ndo conseguiu
gerar” rol[ waves” bem definidas, ou seja,
com uma freqUéncia preferencial marcada,
entretanto gerou uma superficie livre pul-
sante e com aspectos cadticos, como de-
monstra a Figura 5.

No que diz respeito a amplitude da pertur-
bac&o imposta (caso senoidal), os resultados mos-
tram que:

i. parauma dada frequiéncia, a amplitude da
perturbacdo nédo deve influenciar sobre a am-
plitude da” roll wavem gerada;

ii. entretanto, uma maior ou menor amplitude da
perturbacao devera antecipar ou retardar o
aparecimento da “roll wave”, como se pertur-
basse mais ou menos o escoamento base,
sem, no entanto, alterar a amplitude da “roll
wave” gerada (ver Figuras 6 e 7).

Quanto ao’ comprimento de onda da pertur-
bacéo imposta, 0s ensaios numéricos mostram que a
“roll wave” gerada possui 0 mesmo comprimento.
Uma pequena perturbacéo de T = 3,14 s gerou uma
“roll wave” de mesmo periodo (com respectivo com-
primento de onda de 25 m). A Figura 8 ilustra esse
resultado.



Critérios de Formacao de Instabilidades em Canais de Forte Declividade para uma Reologia nao-Newtoniana

b -
5.5
5
4.5
4 C*=0
Fc 3.5 ~-C*=0,10
34 AL e [T C*=0.20
C*=0.30
2.5
2
1.5
0 2 4 6 8 10
Nimero de ondas K
Figura 2. Froude critico em funcao do numero de ondas k.
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Figura 3. Froude critico em funcao do Numero de Reynolds.
Uma segunda série de testes foi realizada, declividade do canal e sua resisténcia; tensdo de
levando em conta a nova reologia e sua implicacao Bingham X (func&o da coeséo C* do fluido, e de

sobre a geracgéao e caracteristicas das ondas produzi-

das. Varios testes foram executados, o que nos per- i

mitiu estabelecer uma fronteira ou dominio de G~ tand
formacéo de “roll waves, em funcéo dos parametros )
em jogo, quais sejam: B que leva em consideraco a W). Ver Figura 9.

; assim como da celeridade da onda
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Figura 4. “Roll waves” gerados a partir de perturbacao senoidal de T = 3,14 s (C* =0) (1% da vazao).
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Figura 5. Superficie pulsante a partir de perturbacao aleatoria.
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Figura 6. “Roll waves” geradas a partir de perturbacao de 10% da vazao (C*=0).
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Figura 7

. “Roll waves” geradas a partir de perturbacao de 50% da vazao (C*=0).
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Figura 9. Dominios de geracao de “roll waves”
em funcao da declividade do canal e de
Bingham.

Para esse caso pudemos constatar que
para 3 constante, o efeito da tensdo de Bingham
parece nao influenciar de maneira significativa
sobre o periodo ou comprimento de onda, recon-
firmando assim as mesmas conclusdes que para
um fluido newtoniano. Em contrapartida quando
levamos em consideracgao o efeito coesivo (C*),
para uma dada amplitude da perturbacéo, as “roll
waves” aparecem mais cedo e apresentam maiores
alturas. As Figuras 10 e 11 ilustram esses resulta-
dos.

Figura 8. Detalhe da “roll wave” ilustrada na Figura 6.

Uma terceira série de testes consistiu em
verificar a sensibilidade de nosso sistema néo-
linear quando submetido a pequenas perturbacdes
simultadneas e de frequéncias e amplitude distintas
da forma h(x, t) = Ho exp (Kx-w(t).t), onde k é o
namero de ondas e w(t) as freqiiéncias. O diagra-
ma a seguir ilustra alguns resultados para diversas
configuracbes: Figuras 12 e 13 (para fluidos
newtonianos) e Figuras 14 e 15 (fluidos né&o-
newtonianos).

A partir desses resultados, cabe comentar:

i. aamplitude da perturbacéo néo intervém so-
bre a amplitude da “roll wave” gerada;

ii. a‘“roll wave” gerada a jusante apresenta o
periodo ou comprimento de onda referente ao
maior comprimento de onda das perturba-
¢Oes distintas impostas a montante, depois
de passar e capturar outras freqiiéncias (me-
nores comprimentos de onda). Outra analise
aqui cabivel e que comprova tal resultado
vem do fato que ondas longas (grandes com-
primentos de onda) sdo quase sempre as
primeiras a se desestabilizarem, conforme
ilustrado pela Figura 2;

iii. para a nova reologia binghamiana, constata-
mos com base nas Figuras 10 e 11 que as
tendéncias sdo as mesmas apontadas quan-
do do fluido newtoniano, ou seja, as “roll wa-
ves” aparecem mais cedo e com alturas
maiores.
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Figura 11. “Roll waves” com T perturbacao = 3,14 s (C* = 0.20).
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“Roll waves” com T perturbacao = 3,14 s e 1.56 s e amplitudes distintas (C*=0).
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Uma vez que as perturbagcdes senoidais
impunham o periodo das “roll waves” geradas,
achamos de bom alvitre verificar esse resultado
para as grandes e as pequenas freqiéncias, cujos
resultados, ainda que parciais, sdo apresentados
na Tabela 1.

Tabela 1. Periodo da perturbacido x periodos
da “roll wave”.

Periodo da perturbacdo  Periodo da “roll wave”

12,56 s sem “roll wave”
3,14 s 3,14 s
2,00s 2,00 s
1,57 s 1,57 s
1,05s 1,05s
0,78 s sem “roll wave”

Pb6de-se observar que para uma certa di-
namica do escoamento no canal com declividade,
resisténcia e freqiiéncia bem definidas, uma pe-
guena perturbacéo, ainda que infinitesimal, gerava
“roll waves”, se a freqUéncia dessa perturbacgéo
(senoidal, no caso) estivesse compreendida entre
um valor minimo e um valor maximo, que depen-
dia, entre outros, da prépria dindmica do sistema.

ESTIMATIVA DA DIFUSAO NUMERICA
ORIUNDA DO MODELO - COMPARAGAO
COM A DIFUSAO FiSICA

O objetivo dessa parte do artigo € determi-
nar, ainda que em 12 ordem, a expressao e quanti-
ficagdo da difusao numérica afim de compara-la
com a difuséo fisica (viscosidade fisica). O efeito
de difusao numérica provavel, oriunda do esquema
numeérico utilizado, dependera do incremento espa-
cial Ax e do incremento de tempo At.

Seja entdo uma aproximacéo por diferen-
cas finitas de incremento Ax constante em todo
dominio. Fazendo uma aproximacao por diferencas
finitas do sistema de Saint Venant em questéo,
podemos escrever como se segue:

Uit f(U)y=0

P
FUy=| 2 gh? [ GlU=0
. 2

A

h
Com: LU = [
hu

.l

onde ,t designa a derivada em relacdo ao tempote
,X a derivada em relacéo a x.

Uma vez que o regime de escoamento é de
natureza torrencial ou rapida, torna-se possivel
determinar o valor exato do fluxo numérico, a sa-
ber:

Feea_ st

— u-c>0
yah

Uma vez que a caracteristica associada ao
autovalor u-c penetra no dominio de célculo, tem-
se que a solucao estacionaria do problema de Ri-
emann € igual ao valor & esquerda (esquema de-
centrado a montante ou progressivo). Sendo assim,
0 esquema pode entdo ser escrito da seguinte
forma:

n+l n m n
Ut -t . fUT =g )
it Ax

U, + gulﬂ +O(M2 )+ F(U), - %rcm.,De +O(ax?) =0
Em 22 ordem:
Uy + i), = -%u.u 4 i: FU) o O(AxZ + At2) = 0

Ora, sabemos que:

Ug =Ny =-(TU )y =-1"UU, —TUg

f"f[U],-'._l-.r T rl[ﬂu:'x :'_5-: [[lf[l'-l.:l?::l'l'

De onde se obtém a equacao equivalente
do esquema numeérico:

Ax AL
Uy + iU}y = ?[cld - Ef I ]

onde Id é a matriz identidade. Dessa maneira, a
viscosidade numérica buscada é da ordem de:

AX -
U = - [(1d =17}

Al
A

onde :r=

No caso do sistema tratado (Saint Venant),
tem-se uma matriz [M] dada por:
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\x A
M] = 2[[lfl-_wf]ﬂ‘]

¥ 0 1] 1 r
S 2 |-u?+c? |- +c?) 1-2nu

Ax r-u? +C%) 1-2ru
2 |{1-2rup—u? + G —ri—w? + Ty + 2001 - 2ru)

O termo de difuséo da equacéo da conser-
vacao da quantidade de movimento devido a visco-
sidade numérica é dada, no caso, pela seguinte
expressao:

- 1;‘[11 Zruf-u? + ¥, o+ (-ri-u? + ) 2l - 2ulithul, |,

Admitindo que u seja da ordem de grande-
za de C e utilizando a condicdo de Courant-
Friedrichs-Lévy (CFL), demonstra-se que esse
termo é da ordem de:

Sefuthu) ]

A equacéao de conservacao da quantidade
de movimento, nesse caso, é dada por:

AU -r'[LJI'I:I:I

ffhu) | Ahu® +p) Ax YU o
ot o 2 o

i +u o goos{a) oh =V FEU
el P | P | o num ,-":.gE
TR th Ax &%y
— 4+ U— & §oos{f)— = —u——
A i i 2 e

A Ultima equacao mostra que implicita-
mente introduzimos no segundo membro da equa-
¢do da quantidade de movimento, um termo
dissipativo complementar e que tende a zero quan-
do o incremento espacial Ax diminue. Exposto isto,
a viscosidade numérica é, entdo, dada por:

.-j._}t

B = U
num
E

ANALISE COMPARATIVA ENTRE
VISCOSIDADE NUMERICA E
VISCOSIDADE FiSICA

Para o fendbmeno investigado, a velocidade
u esteve na faixa compreendida entre 2 m/s e
10 m/s. Admitindo um incremento Ax = 1 m, che-
gamos a uma viscosidade numérica minima da
ordem de 1 m?/s. Mas na pratica, o incremento Ax
€ ligeiramente superior, uma vez que queremos
tratar problemas de engenharia em larga escala
com dominios estendendo-se até dezenas de qui-
I6metros. Entretanto, no melhor dos casos, a visco-
sidade fisica, nesses casos (numa lava torrencial
por exemplo), nao devera exceder de 0,1 m?/s, o
que nos fornece:

Ynumérica 4,
Viisica

De maneira que podemos concluir que
para as escalas que pretendemos trabalhar a difu-
sdo numérica é ordens de vezes superior a difusédo
fisica. A contribuicdo da viscosidade fisica pode,
pois, ser desprezada nas equacdes, o0 ‘que justifica
a posteriori, a hipétese utilizada para a determina-
¢do do modelo matematico. No entanto cabe aqui
citar que para simulagfes em escalas menores, da
ordem do centimetro, por exemplo, seria conveni-
ente elaborar um modelo matematico que levasse
em conta o efeito viscoso (andlise de pequenas
escalas), e por conseguinte um modelo numérico
implicito seria mais apropriado, pois possibilitaria
um aumento do passo de tempo, por exemplo. Os
esquemas implicitos sdo incondicionalmente estéa-
veis.

REFERENCIAS

BARRE DE SAINT VENANT (1871). Théorie du
mouvement non permanent des eaux, Institut
de France, Académie des sciences, Comptes
rendus, Paris Juillet, v. 73, p147-237.

DRESSLER, R. F (1949). Mathematical solution of
the problem of roll waves in inclined open
channels. Communs pure appl. Math., v. 2,
p149-194.

TAKAHASHI, T. (1990). Debris Flow, Monograph,
IAHR, Balkema, Rotterdam.

VANLLER, B. (1981). Toward the ultimate
conservative difference scheme, Journal of
Comp. Phys. 32,101-136.



RBRH - Revista Brasileira de Recursos Hidricos Volume 4 n.4 Out/Dez 1999, 25-39

VILA, J. P. (1986). “Sur la théorie et I'approximation
numeériques de problemes hyperboliques non
linéaires” Thése de Doctorat de I'Université
Paris VI.

Formation Criteria for Instabilities in
Strongly Sloped Channels for a non-
Newtonian Rheology

ABSTRACT

The purpose of this article is to investigate
the criteria for the occurrence of roll wave phenom-
ena in supercritical and turbulent Newtonian and
non-Newtonian flows from the engineering point of
view. Rewriting the shallow water equations and
taking into account the Bingham flow behavior and
flow viscosity, first, we present the conditions for
the development of roll waves using the linear sta-
bility technique. Second, we prepared a new
mathematical model based on shallow water equa-
tions in which numerical simulation was performed
with a finite volume technique using Godunov-Van
Leer schemes. Imposing constant discharge up-
stream of the channel and superposing a small
disturbance, we observed that roll waves can de-
velop more easily for small wave numbers and high
cohesions. Finally, based on our mathematical
model we demonstrated that the effect of numerical
viscosity is 10 times that of physical viscosity.



