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RESUMO

Modelos de circulagdo em corpos d'agua
rasos em geral resultam de algumas hipo6teses
simplificadoras sobre o escoamento. Aqui o esco-
amento é suposto permanente, incompreensivel e
irrotacional; a profundidade é admitida constante e
os efeitos de atrito no fundo e de vento na superfi-
cie sédo desconsiderados. Neste trabalho a equa-
¢ao de Laplace, representativa para a circulacdo a
partir das hipéteses citadas, é resolvida através de
trés métodos numéricos: método das diferencas
finitas, dos elementos finitos e dos elementos de
contorno. Resultados dos modelos computacionais
associados sdo comparados para um exemplo da
literatura e para o corpo de agua real da Lagoa
Rodrigo de Freitas na cidade do Rio de Janeiro.

INTRODUGAO

A utilizacdo de métodos numéricos em
problemas de circulagdo, pode constituir-se em
alternativa eficaz para a visualizag&o de campos de
velocidades em corpos rasos de agua, contem-
plando diferentes cenarios associados a interven-
¢des de engenharia. Ainda que sejam efetuadas
hip6teses simplificadoras para o escoamento, a
obtencdo dos padrdes qualitativos de fluxo pode
fornecer subsidios para uma melhor compreenséao
dos mesmos. Neste trabalho sup8e-se que o esco-
amento € permanente, incompreensivel e irrotacio-
nal, com profundidade constante e os efeitos de
atrito de fundo e vento na superficie ndo séo consi-
derados. A equacao representativa desse tipo de
escoamento é resolvida por trés métodos numéri-
cos ou aproximados. Nesses métodos foram ado-
tados os esquemas de discretizacao mais simples,
com malha regular para diferencgas finitas, ele-
mentos triangulares lineares para elementos finitos
e elementos retos constantes para elementos de
contorno. Os modelos foram testados para um
caso idealizado da bibliografia e para um corpo
d’agua raso real, no caso de duas situagdes hipo-
téticas de bombeamento forgcado.

MODELO MATEMATICO

A partir dos principios fisicos que governam a
dindmica dos fluidos, (conservacéo de massa e de
guantidade de movimento), chega-se as equacdes
governantes do escoamento, admitindo-se que a
energia se conserva (Le Méhauté, 1976).

Admitindo-se 0 escoamento incompreensivel,
a equacao da continuidade reduz-se a:

Veow=0 (1)

onde ¥ é o campo de velocidades.

A conservacéo da quantidade de movimento
(segunda lei de Newton), admitindo massa especifica
invariavel no espaco e no tempo, fornece:
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onde é a resultante das forgas externas por uni-
dade de massa (aceleragao da particula fluida).

A aceleracdo resultante medida em um re-
ferencial inercial, com eixo z orientado contra a
aceleracdo da gravidade, desprezando-se as ten-
sdes tangenciais (fluido inviscido), sera:

1=
- 1"7[F'+ paz) (3
¥

Para um escoamento inviscido, irrotacional
e bidimensional o campo de velocidades pode ser
derivado de um potencial de velocidades o ; tal
que:
) od

Wy = ™ Wy = 4)

Substituindo-se (4) na equacéo da conti-
nuidade (1) obtém-se a equacéo de Laplace:

Vi =0 (5)



Comparacéo de Métodos Numéricos para Casos Simplificados de Circulacdo em Corpos d’Agua Rasos

A equacéo da conservacéo da quantidade de
movimento neste caso se simplifica para a equacao
de Euler, que pode ser integrada para um escoa-
mento incompreensivel, resultando na equacao de
Bernoulli:

p 4 1.s
Prgz+Ds_vi=p
|1IQF.-"'lI2

Sendo o regime permanente, esta equacgao
fica:

L,
P 2
gue para valores de v pequenos, em comparacao
com a soma dos outros dois termos, se reduz a apro-
ximacao hidrostatica de pressoes.

A equacéo diferencial a ser resolvida na regi-
ao do escoamento é a equagédo de Laplace sujeita

as condicdes de contorno do tipo essencial & = 4} ou
|-tl~

natural {"ul'ﬂ =V, velocidade normal = n

METODOS NUMERICOS

Os métodos utilizados podem ser formula-
dos a partir de uma sentenca de residuos pondera-
dos (Brebbia et al., 1984; Gallagher, 1975) e suas
expressdes matematicas podem ser vistas, por
exemplo, em Harbaugh & Bonham-Carter (1970),
Wrobel (1989) e Mansur et al. (1995).

Os trés métodos diferem basicamente
guanto ao processo de discretizacdo da geometria
do problema. O Método de Diferencas Finitas dis-
cretiza o dominio em pontos nodais que formam
células, em geral quadradas. No Método dos Ele-
mentos Finitos o dominio é discretizado em ele-
mentos (no caso deste trabalho triangulares
lineares). O Método dos Elementos de Contorno
discretiza apenas o contorno do dominio (neste
trabalho através de segmentos de reta).

Para a resolucdo da equacédo de Laplace
bi-dimensional, foram elaborados programas com-
putacionais em Fortran, de acordo com as equa-
cdes algébricas aproximadas de cada método
numeérico aplicadas a equacdo original do problema
(Moura, 1997).

COMPARAGAO DOS RESULTADOS

As solugdes numéricas obtidas pelos trés
métodos numeéricos foram comparadas para um

caso hipotético de circulagdo com contorno irregular,
onde a geometria é exatamente representada por
todos os métodos empregados (Harbaugh, 1970).

Para detectar possiveis erros ocasionados
na gerac¢éo manual das malhas, criou-se uma solugéo
analitica simples, como pode ser visto em Moura
(1997). Os resultados comparativos foram obtidos nas
secdes XX (horizontal na linha de simetria da regiao)
e YY (vertical na linha de simetria dos trechos hori-
zontais dos contornos mais alto e mais baixo). Na
Figura 1 podem ser vistos as sec¢des XX e YY, o0s
eixos e a origem de coordenadas onde sdo apresen-
tados os resultados de velocidade.
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Figura 1. Secdes XX e YY, eixos e origem de
coordenadas.

Os diferentes refinamentos de diferencas fi-
nitas sdo nomeados pela sigla MDF seguida do nu-
mero de células utilizadas; as malhas de elementos
finitos recebem a sigla MEF acompanhada do nimero
de elementos correspondentes; as discretizacfes de
elementos de contorno recebem a sigla MEC seguida
do nimero de elementos constantes adotados.

As condic¢des de contorno séo apresentadas
na Figura 2 para as discretizagdes tipicas de cada
método. Os resultados comparativos da componente
de velocidade predominante na se¢ao XX e na se¢éao
YY para diversos refinamentos de cada método (Figu-
ra 3) sdoapresentados nas Figuras 4 a 9.

Nas Figuras 6 a 9 nota-se que, mesmo ao re-
finar-se as malhas de elementos de contorno e ele-
mentos finitos, praticamente ndo ha alteracao dos
resultados no centro, 0 que indica que estas solucdes
numeéricas devem estar proximas da solucéo exata
nesta regido, logo na primeira discretizagéo.

Nas Figuras 4 e 5 houve uma melhora gradu-
al dos resultados de diferencas finitas ao refinar-se a
discretizacéo inicial, sendo que o resultado proximo
aos obtidos pelos outros métodos s6 é alcangado
apos sucessivos refinamentos.
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Figura 2. Condicdes de contorno: (a) MDF, (b) MEF e (c) MEC.

No MEC tem-se a liberdade de escolher
pontos internos desde que estes ndo estejam muito
proximos ao contorno, porque em tais regides os
valores numéricos a serem integrados variam brus-
camente, dificultando a integracdo numérica; esse
problema pode ser resolvido na pratica, das se-
guintes maneiras: refinando-se a malha, empre-
gando a transformacédo cubica de Telles (Telles,
1987) ou aumentando o numero de pontos de
Gauss (aqui usavam-se 12 pontos para célculo dos
pontos internos proximo ao contorno).

Nas Figuras 10 e 11 apresenta-se uma
comparacao das velocidades obtidas pelos trés
métodos com aproximadamente o mesmo grau de
refinamento: em cada discretizagéo o lado do ele-
mento de contorno é aproximadamente do mesmo

tamanho do espacamento da malha quadrada e da
aresta do elemento finito préximo ao contorno.
Para este refinamento, na regido central ha uma
concordancia muito boa dos resultados fornecidos
pelos trés métodos. Ja proximo ao contorno € ne-
cesséario um maior refinamento para que se chegue
a uma boa aproximacdao da solucao. Nas Figuras
12 e 13 a 6tima concordancia dos resultados obti-
dos com as discretizacdes do MEC 68 e MDF 1350
mostra que estes resultados estdo bem proximos a
solucdo exata, sendo que a convergéncia para
elementos de contorno foi obtida com a malha que
ndo foi a mais refinada. Um indicador da convergén-
cia na resposta deste problema, no qual deve existir a
derivada segunda de ¢, e que serve para refina-
mentos localizados no MEC e MEF, é a pre-
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Figura 3. Discretizacdes dentro de cada método pelos métodos MDF, MEF e MEC.

senca de angulos nos gréaficos, como pode ser
visto nos resultados préximos ao contorno das
Figuras 10 e 11. Em diferencas finitas, o mesmo
tipo de indicador existe, s6 que o refinamento é
feito uniformemente em toda a regido; em elemen-
tos finitos, um refinamento localizado implica em
alteracfes nos elementos vizinhos para que se
faca uma transicdo de tamanhos de elementos. Em
elementos de contorno, a transi¢éo é mais simples
porque a mesma é feita apenas no contorno e os
elementos podem ser descontinuos. Em Moura
(1997) apresentam-se resultados para o0 mesmo
exemplo apés suavizagéo do contorno, a fim de se
obter conclusdes aplicaveis a discretiza¢des envol-
vendo contornos suaves que ocorrem em corpos
reais; na pratica, ocorre o inverso: o contorno irre-

gularmente recortado surge da aproximacao por
diferengas finitas de um contorno originalmente
suave na escala considerada.

Compararam-se os resultados de velocida-
des Vx. e Vy obtidos pelos trés métodos para uma
discretizacdo da geometria suavizada correspon-
dente aquela usada. nocaso de contorno irregular.
Em casos de corpos d’agua reais a forma do con-
torno discretizadose altera a medida em que se
aumenta o refinamento, ao contrario do que foi feito
anteriormente a partir de uma discretizacdo de
diferengas finitas. Observou-se que nas discretiza-
¢des pelo MEF e MEC o contorno aproximado ja
esta bem préximo ao real, enquanto que pelo MDF
o contorno discretizado difere visivelmente do
contorno da regido em estudo, para discretizacdes
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Figura 4. Comparacao dos resultados de
velocidade na secao XX obtidos pelo MDF.
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Figura 5. Comparacao dos resultados de
velocidade na secao YY obtidos pelo MDF.

ndo muito refinadas. Isto implica na incluséo (ou
excluséo) de pequenos trechos no contorno da
regido fluida que ndo existem, e que podem gerar
padrées de circulagcdo préximos ao contorno que
ndo ocorrem na realidade; neste caso, ao analisar-
se os resultados de diferencas finitas é importante
ndo considerar estes padrdes locais como signifi-
cativos.
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Figura 6. Comparacao dos resultados de
velocidade na secdo XX obtidos pelo MEC.
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Figura 7. Comparacao dos resultados de
velocidade na secao YY obtidos pelo MEC.

O MDF, no caso de contornos curvos, so
alcanga uma aproximag&o geométrica satisfatoria
apos fazermos varios refinamentos. Isto indica a
necessidade de se trabalhar com malhas irregula-
res e ndo uniformes de diferencas finitas para a
solugcéo de problemas de circulagdo em corpos
d’aguareais.

A titulo de ilustracéo, para a aplicagdo a
um contorno suavizado, foram obtidos os campos
de velocidades na Lagoa Rodrigo de Freitas para
duas situacdes hipotéticas de bombeamento (Mas-
carenhas et al., 1989). Na Figura 14 € mostrado as
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Figura 8. Comparacao dos resultados de
velocidade na secao XX obtidos pelo MEF.
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Figura 10. Comparacao do campo de
velocidade na secdo XX dos métodos para
um contorno irregular.
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Figura 9. Comparacao dos resultados de
velocidade na secdo YY obtidos peloMEF.

localizacdes para as duas situacdes hipotéticas, e
os resultados do MEC para bombeamentos em
frente ao canal do Jardim de Al& e préximo ao em-
boque do tunel Rebougas, na Figura 15. A Figu-
ra 16 mostra os resultados do MEC deslocando-se
algumas bombas para o Corte de Cantagalo.

CONCLUSOES

Neste trabalho foram comparados os re-
sultados dos campos de velocidades obtidos pelos
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Figura 11. Comparacao do campo de
velocidade na secado YY dos métodos para
um contorno irregular.

trés métodos numéricos empregados, a fim de
identificar-se as vantagens e desvantagens de
cada um deles. Foi analisado um exemplo simplifi-
cado.de circulacao, resolvido na literatura pelo Mé-
todo de Diferencgas Finitas.

Em termos da montagem do arquivo de
dados, o método dos elementos de contorno foi 0
mais simples, enquanto que o método dos ele-
mentos finitos foi 0 mais trabalhoso e sujeito a er-
ros, pela necessidade de definicdo da posi¢cédo dos
noés no interior do dominio e da conectividade de
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Figura 12. Velocidades na secao XX para
maiores refinamentos do MEC e MDF.
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Figura 13. Velocidades na secao YY para
maiores refinamentos do MEC e MDF.

cada elemento. Em diferengas finitas, com a intro-
ducdo de um simples pré-processador o trabalho
na montagem do arquivo de dados de entrada para
uma malha mais refinada se tornou mais simples e
rapido (Moura, 1997).

A implementacdo computacional utilizada
em cada método foi a mais simples, sem a preocu-
pacédo na otimizacdo. O objetivo principal do estudo
foi a comparacao dos resultados numéricos. Em
termos de horas-maquina os métodos MEC e MEF
apresentaram um menor tempo de processamento,
quando utilizado para uma regiao de grandes di-
mensdes, em relacdo ao MDF, que devido ao pro-
cesso iterativo, levou um maior tempo de

Priximo ao tinel Rebougas

Corte do Cantagalo

Canal do Jardim de Alah

Figura 14. Mapa com as localizacoes para as
duas situacodes hipotéticas.
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Figura 15. Simulacao do campo de velocidade
(1? = 0,05 m/s) pelo MEC para primeira
situacdao de bombeamento -Lagoa Rodigo de
Freitas, RJ.

processamento. No exemplo académico, entretanto, a
diferenca do tempo de processamento entre 0s méto-
dos é imperceptivel.

Nas comparacgdes dos resultados de potenci-
al e de velocidades, observou-se que, para refina-
mentos sucessivos, 0s trés métodos forneceram
resultados que tendem a coincidir. No método das
diferencas finitas, houve uma melhora gradual dos
resultados a cada refinamento.




Comparacéo de Métodos Numéricos para Casos Simplificados de Circulacdo em Corpos d’Agua Rasos

2000004 I LTI

1800.00+

wooo! }

..............

; e e e e e e
1400.00 P y

1006.00 f"""""‘j -

200.00- . . . SR N ,/’""

R o
e save. "

""'; gt ot

20000 40000 60000 20000 100000 120000 1400.00 1600.00 1800.00

Figura 16. Simulacao do campo de velocidade
(1’ = 0,05 m/s) pelo MEC para segunda
situacidao de bombeamento - Lagoa Rodigo de
Freitas, RJ.

Como as trés metodologias utilizadas séo
completamente diferentes e seus resultados numéri-
cos obtidos sé&o praticamente o mesmo, pode ser
concluido que houve a convergéncia numérica.

Da forma como o programa esta implementa-
do, hd a desvantagem do refinamento ser igual em
todo o dominio. Tanto no método dos elementos fini-
tos quanto no método dos elementos de contorno o
refinamento pode ser feito localmente, diminuindo-
se o tamanho dos elementos nas regiées onde o poten-
cial de velocidades ou suas derivadas variam mais
bruscamente.

O refinamento no método dos elementos de
contorno foi o mais simples de ser feito, porque uma
diminuigc&o do tamanho de um elemento para melho-
rar a representacédo local das fungfes ou da geome-
tria do contorno, afeta apenas os elementos vizinhos
sobre a curva que define o contorno em problemas bi-
dimensionais. No caso de elementos finitos, além do
refinamento local afetar elementos vizinhds no domi-
nio, a necessidade de continuidade do potencial nos
nés funcionais comuns a elementos diferentes implica
numa gradacdo de malha, que requer uma redefinicdo
dos elementos até regibes afastadas do local de inte-
resse. Ac usar-se elementos de contorno desconti-
nuos (como o elemento constante) esta “propagacao”
da mudanca na malha ndo é necessaria nem mesmo
em contornos de regides tri-dimensionais.

Para problemas com contornos, onde a geo-
metria ndo é exatamente representada, o MEF e o

MEC tendem a apresentar melhores resultados, ja
que os contornos ficam mais bem representados,
enquanto que o MDF introduz erros na aproximag&o
de geometria do contorno.

O método dos elementos de contorno fornece
o resultado de potenciais e fluxos em pontos internos
quaisquer a partir de integrag6es no contomo. Quan-
do os pontos internos estdo muito proximos a.o con-
torno, as integrais sdo quase-singulares e observou-
se que a qualidade dos resultados piora, caso ndo se
melhore o esquema de integracéo. Maiores detalhes
das discretizacdes e aplicagdes a um corpo d’agua
real podem ser vistos em Moura (1997).

Na aplicacdo a Lagoa Rodrigo de Freitas, os
padrdes de circulaco obtidos pelos trés métodos séo
aproximadamente iguais, e podem ser vistos em Mou-
ra (1997).

O comportamento das solugdes para todos
os efeitos desconsiderados é, a priori, imprevisivel.
Entretanto, a introducdo do efeito de vento, apesar de
transformar a equacao governante (Laplace para
Poisson), ja foi preliminarmente testada com reacdes
semelhantes para os trés métodos numéricos utiliza-
dos. O problema principal para a introducéo de diver-
sos efeitos desprezados, inclusive o de vento, é a
inexisténcia de dados de campo associados.
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Comparison of Numerical Methods
in Simplified Cases of Circulation in
Shallow Water Bodies

ABSTRACT

Simplified circulation models in shallow
water bodies generally result in some hypothesis
regarding flow. In the present case the flow is as-
sumed steady, incompressible and irrotational; the
depth is assumed constant and the effects of bot-
tom friction and wind on the water surface are ne-
glected. In this study, according to the above
mentioned hypothesis, Laplace’s equation is solved
by three numerical methods: finite differences, finite
elements and boundary elements. The results of
the computational models developed are compared
for an example from literature and for a water body
proper, i.e., Rodrigo de Freitas lagoon in the city of
Rio de Janeiro.



