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RESUMO

As variagbes da quantidade total de so-
luto no perfil de um solo em um certo instante
de tempo foram determinadas pelos métodos:
numérico convencional e perturbativo, consi-
derando a dispersividade do solo como
parametro. Os calculos foram efetuados para
dois valores de velocidade aparente, com o
objetivo de comparar os resultados dos dois
meétodos. Os resultados obtidos na faixa de
velocidades analisadas (v_<13,9.10'7 m/s),
apresentaram boa concordancia entre as me-
todologias perturbativa e via modelo,
demonstrando a viabilidade do uso de méto-
dos perturbativos para analise de sensibilidade
em modelos computacionais da dindmica de
agua e de solutos em solos.

INTRODUCAO

A descricdo quantitativa do transporte
de agua, de sais e de poluentes na zona nao-
saturada do solo é essencial para o manejo da
agua, de nutrientes e de substancias quimicas
perigosas e que potencialmente possam con-
taminar os alimentos ou a agua que drena
para os aquiferos subterrdneos. Por causa das
dificuldades envolvidas e também dos altos
custos da execucdo de experimentos in-situ,
os modelos de simulagdo computacionais es-
tdo tendo progressivamente um importante
papel no estudo desse manejo.

A agua é o principal veiculo de trans-
porte de poluentes. Os rios podem ser
contaminados diretamente através das aguas
residuais das industrias e indiretamente atra-
vés de contaminacdo do solo que transporta a

agua para o aquifero freatico e posteriormente
para os rios. A necessidade do aumento de
produtividade dos solos, consequéncia do au-
mento populacional, tem levado a uma
melhoria consideravel das técnicas agricolas,
e também ao uso intensivo de fertilizantes e
defensivos agricolas. Um risco desse uso in-
tensivo é o transporte de elementos poluentes
para o aquifero freatico.

Predizer a dindmica de solutos em so-
los em funcdo das suas propriedades fisico-
quimicas e fisico-hidricas é importante nos
estudos de balanco de nutrientes, manejo de
solos e recuperacdo de solos salinos e sddi-
cos. Em particular, o conhecimento do
movimento de pesticidas e outros agentes
téxicos, tais como metais pesados e materiais
radioativos resultantes de processos industri-
ais, é essencial para avaliacdo do impacto
desses poluentes sobre o meio ambiente.

A utilizagdo de modelos matematicos
na simulacdo dos processos de transferéncia
de agua e de solutos que ocorrem nos solos
depende ainda do conhecimento de parame-
tros que sao geralmente a maior fonte de
imprecisao desses modelos. Para se estabe-
lecer quais os parametros que mais
influenciam a variavel dependente do modelo,
€ necessario construir a sua superficie de res-
posta através de uma analise de sensibilidade.
Desta forma, pode-se determinar aqueles pa-
rametros que devem ser conhecidos com
maior precisdo possivel para assegurar o me-
Ihor desempenho do modelo.

Nas ultimas décadas, métodos pertur-
bativos tém sido empregados na andlise de
sensibilidade com grande vantagem computa-
cional sobre os métodos de construgdo de
superficie de resposta. Varias formulacoes da
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teoria de perturbacao foram desenvolvidas, as
quais podem ser classificadas em trés catego-
rias:

i. O formalismo variacional, que usa o
método variacional adotado por Stacey
Jr. (1974).

ii. O formalismo diferencial, baseado no
uso de fungdes adjuntas, adotado por
Oblow et al. (1979) e Cacuci et al.
(1980).

iii. O formalismo da teoria da perturbagcao
generalizada (GPT), baseado no prin-

cipio da conservacdao da fungao
importancia, adotado por Gandini
(1967).

O formalismo diferencial tem sido, des-
de entdo, aplicado para calculos de
sensibilidade em problemas de reatores nu-
cleares (Andrade Lima et al.,, 1993), de
geradores de vapor (Lira et al., 1994) e de
golpes de ariete em redes hidraulicas (Balifio
et al., 1995).

O presente trabalho propde aplicar o
formalismo diferencial para analise de sensibi-
lidade de um modelo conhecido de
transferéncia de solutos em solos e comparar
os resultados com os calculos efetuados dire-
tamente com as equacgdes do modelo.

MATERIAL E METODOS

Modelo

A equacdo que descreve a transferén-
cia de solutos nao interativos em solos, obtida
através da combinacdo da equacao de con-
servagdo da massa e da equacido de
transporte, se escreve (Bresler et al., 1982):
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onde t = tempo (s); z = distancia (m);
0 = umidade volumétrica (m3 de solugdo/m3 de
solo); ¢ =concentragdo de soluto (kg/m3);
D = coeficiente de dispersdo hidrodindmica
(m?/s); q=densidade de fluxo da solugdo
(m/s); v =velocidade aparente da solucao
(m/s).

O coeficiente de dispersdo hidrodina-
mica é dado por:

D (6)
0

D(v,08) = Dp(v) + (2)

onde Dy, e Df séo respectivamente os coefici-

entes de dispersao e difusdo. O valor de Dp
pode ser estimado por:

Dp(v) =2V ©

onde A é a dispersividade, em m, variando
entre 0,002 <A <0,080. O valor de Ds pode

ser estimado por:
Df(08) = Djaexp(bo) (4)

onde D; é o coeficiente de difusdo molecular

na agua livre, a e b sdo constantes empiricas
podendo ser aproximadas por b=10 e
0,005 > a > 0,001 (Bresler et al., 1982).

A fim de simplificar a identificagdo dos
mecanismos fisico-quimicos e a determinacao
dos coeficientes de dispersao hidrodinamica,
muitos dos estudos sobre os fenbmenos de
deslocamento da solugdo do solo (principal-
mente em laboratério) tém se limitado a
densidade de fluxo e umidade constantes.
Nestas condi¢des a Equacao (1) torna-se:

—=D—-v_— (5)

As condi¢des de contorno e inicial usa-
das no presente trabalho, foram:

c(0,t)=c, O<t<t (6)

c(L,t)=cy O<t<ts (7)
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c(z,0)=cy O<z<L (8)
onde L é a profundidade do perfil de solo, cy €
a concentragao inicial do soluto em todo o
perfil e c, € a concentracdo imposta ao perfil
na superficie, para t > 0, e mantendo-se fixo o
valor de cy na fronteira inferior.

Analise de sensibilidade

Os métodos perturbativos referidos na
introducdo séo todos equivalentes sob o ponto
de vista da analise de sensibilidade (Cacuci et
al.,, 1980; Andrade Lima, 1990). O método
diferencial sera utilizado no presente trabalho
devido a simplicidade do modelo usado para
descrever a transferéncia de solutos em solos.

Um sistema de equacdes pode ser es-
crito genericamente como:

mif(7,p; )1 =0 ©)

onde m representa todos os operadores e con-
tém todas as equacbes que compdem o
sistema. As variaveis dependentes do modelo
denominam-se de f e sdo fungbes das coorde-
nadas espaciais r, do tempo t e dos
parametros p; que descrevem o modelo. Dese-

ja-se normalmente determinar uma grandeza
R (=funcional-resposta do sistema) através de
f. E sempre possivel encontrar R através de
uma relacao:

R =((fS*)) (10)

onde S* é uma fungéo conhecida, denomina-
da termo de fonte da equacao adjunta e << >>
significa integracdo no espaco de fase e no
tempo. A variagdo do funcional-resposta (do-
ravante denominado simplesmente de
resposta) em relagdo a um parametro p; do

sistema é obtida derivando-se a Equacao (10)
em relacdo a pj:
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Desde que a solugdo nao-perturbada
f (ou solugao de referéncia) pode ser encon-
trada a partir das Equacgdes (5), (6), (7), e
(8), resta apenas determinar of/op; para se
poder avaliar dR/dp;. Usando as proprieda-
des das fungdes adjuntas é possivel mostrar
que se f*, fungdo adjunta de of/ap; , obedece
a uma equacao do tipo

m[f*(F,t)] -s* (12)
entao,

O g
(G STH=Ur"sp )+

| J (13)
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onde S, € o termo de fonte da Equacao (5)
derivada em relacdo ao parédmetro p; e

PL(af/api,f*) € o concomitante bilinear,

que envolve as condicbes de contorno e
iniciais do problema. Os termos do concomi-
tante Dbilinear permitem estabelecer as
condi¢des de contorno e finais do problema
adjunto (Equagao 12), eliminando conveni-
entemente os valores de  of/dp;

desconhecidos. A vantagem do uso das fun-
¢bes adjuntas para a analise de
sensibilidade consiste em que o sistema de
Equacbes (12) é sempre do tipo linear,
mesmo quando o sistema original é constitu-
ido de equacdes nao-lineares.

Aplicacao do método diferencial
ao modelo

Derivando a Equacéo (5) em relagao
a um parametro genérico pj, obtém-se:
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e abreviando dc/0p; para ¢, , temos:

: 02(cyp)
E(C’Pi)_D 2
0z (16)
8(C/pi)
Vo, =Sk

A equacgdo adjunta da Equagédo (16)
pode ser escrita como:

O termo S* é obtido multiplicando a
Equacédo (16) por c* e a Equagao (17) por
c/p-€ integrando ambas no espaco de fase e

no tempo. Subtraindo, os resultados obtidos,
tem-se:

<<S*C/pi>>=<<c*8pi>>+

(18)
k
+PL C/p ,C ]

€ o concomitante bilinear

d ,c*
onde PL{C/p. c

dado por:

L
PLic, .c*=1D a_c-aiz] dt
Pi | o L9Pi % g (19)
L
+ c*ﬁi dz
ol Pik_g

Os valores de 0c/dp, séo obtidos deri-
vando diretamente as condi¢des de contorno e
iniciais do problema direto. A eliminagdo de
valores de 0c/op, desconhecidos no conco-
mitante bilinear acima, permite deduzir as

condicbes de contorno e final do problema
adjunto:

c*(0,t)=0 (20)
c*(L,t)=0 (21)
c*(ztf) =0 (22)

Fazendo S*=S*, a Equagdo (18) as-
sume a mesma forma da Equagao (13), e que
substituida na Equacao (11), fornece o coefi-
ciente de sensibilidade:

SR os™t
5. =((c . >>+<<C*Spi>>+

| | (23)
+PL C ,c*

Solucao numérica da equacao
do modelo

A Equacgao (5) com as condi¢cbes de
contorno e inicial dadas pelas Equacdes (6),
(7) e (8) foram resolvidas através do método
das diferengas finitas, utilizando a aproxima-
cdo de Cranck-Nicolson, resultando no
seguinte esquema numérico padrao (Minko-
wicz et al., 1988):



RBRH - Revista Brasileira de Recursos Hidricos Volume 3 n.2 Abr/Jun 1998, 15-22

M QT (k+1_
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(24)
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onde [lI] € a matriz identidade de dimenséao
(N-1) x (N-1), sendo N = L/Az e [Q] é a matriz
tridiagonal (N-1) x (N-1):

B & O 0
a B 6 0
0 a 6 O
[Q] = : : :
O a Bp &0
. O a B o
0 . 0 a B
com,
v D 2D
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e {c}k+1 e {c}k sao os vetores colunas com os
valores da concentragdo de soluto ¢ nos N-1
pontos da malha espacial, no instante t' e t*,
respectivamente. {F}* & um vetor coluna (N-1)
contendo os termos da condicido de contorno:

—%[C(O,tk)+ c(0,tk 1y
0

{Fik = .
0

- %[C(L,tk oLtk Ty

e {c}° & dado por:

CN

Funcional resposta

Definindo a quantidade total de soluto
no perfil por m? de area do mesmo, no instante
t;- 10 h como o funcional resposta de interes-

se, temos:

L
R = [c(z te)dz (25)
0

e a integral é resolvida numericamente.

Coeficiente de sensibilidade

O coeficiente de sensibilidade pode ser
calculado diretamente da equacao do modelo
através da expressao:

5p; P —(Py)g

Solucao numérica da equacao
adjunta

A mesma aproximag¢ao numeérica para
a equacao do modelo foi utilizada para o pro-
blema adjunto, resultando:

m Q1) «x_
[_At > fet =

{c*}k +1_ {S+}k

| I, @]
N )
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pois, {F}kE{O} pelas condi¢gbes de contorno, e
a matriz [Q*] é dada por:

Bpa O . . . O
5 B o O .
0O 8 B a O
[Q']= . .
0 6 B a O
. 0 8 B «
0 .. 0 & B

Note-se que a solugdo temporal do
problema adjunto desenvolve-se no sentido
inverso do problema direto, visto que a condi-
cao inicial deste se transforma de fato em uma
condigdo final do sistema adjunto, com valor
final nulo decorrente da Equacgéo (22):

{C*}K+1 —

Funcional resposta

Para a resposta definida como a quan-
tidade total de soluto por m? de &rea da
camada de solo de profundidade L no instante
de tempo tf, temos:

—
-

o —
O —r

R =]Jc(zt)5(t - t; )dzdt (28)

onde foi feito uso da fung¢ao 6 de Dirac. Com-
parando com a Equacao (10), conclui-se que:

S*=5(t-t;) (29)

Desta forma o vetor coluna {S*}* é nulo
para todo k, exceto no ponto correspondente a
tf (k = K), sendo entdo dado por:

1/ At
1/ At

{s) =
1/ At
1/ At

Coeficiente de sensibilidade

Entre os diversos parametros do mode-
lo que afetam a resposta R, foi selecionada a
dispersividade A para aplicagdo do método ao
modelo. Desta forma o coeficiente de sensibi-
lidade resulta:

SR . ‘820 30)
= — e
8pi « V822>>
visto que:
2
0<c 0S *}
Spi—lvl822 , a}L_O e PL[CM,C =0

As equacdes numéricas do modelo e
do método adjunto foram resolvidas para
L =0,1 m, usando Az=0,01 m, e um transito-
rio total de 36.000s, com At=3.600s.
Velocidades aparentes de 6,95.10"m/s e
13,9.107 m/s foram usadas para se verificar a
influéncia deste pardmetro sobre o coeficiente
de sensibilidade da resposta R em relagdo a
dispersividade A, para valores de A variando
de -50%, -25%, +50% e +100% em relagao ao
valor de referéncia A = 0,0028 m. Os demais
parametros tiveram os seguintes valores de
referéncia: a=0,002, D;=1,11.10°m2/s e

6 =0,20.
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RESULTADOS E DISCUSSAO

Os coeficientes de sensibilidade
OR / 8\ calculados pelo método adjunto para
as velocidades aparentes de 6,95.10 " m/s e
13,9.10" m/s foram respectivamente de
10,13 kg/m e 9,16 kg/m. Isto mostra que a
dependéncia da quantidade de soluto no solo
R com a dispersividade . se reduz com o
crescimento da velocidade aparente v, isto €,
o coeficiente de sensibilidade 6R/5\ decresce
a medida que a velocidade v aumenta.

O resultado obtido é coerente pois a-
pesar de R crescer com v, esta ultima
influencia os termos de difusdo e conveccéao
de forma a reduzir a dependéncia de R com A.

Por outro lado, a Tabela 1 mostra que
as variacbes da quantidade de soluto no solo
obtidas diretamente a partir da equacédo do
modelo e a partir do formalismo diferencial
apresentam discrepancias menores que 12%.

Tabela 1. Variacao da resposta, AR, com a
dispersividade ), para dois valores da
velocidade aparente v (m/s) pelos métodos
direto (D) e perturbado (P).

v=6,95.10" m/s v=13,9.10" m/s

AMA, % D P D P
-50 -1,57 -1,41 -1,26 -1,28
-25 -0,76 -0,71 -0,63 -0,64
+50 +1,40 +1,41 +1,20 +1,28

+100 +2,68 +2,83 +2,30 +2,57

CONCLUSOES

A metodologia perturbativa possibilita,
uma vez obtido o coeficiente de sensibilidade
S8R/6A, determinar o valor de R para qualquer
O\, ao passo que a solugao, via modelo, exige
uma execugdo do programa para cada valor
de A analisado.

Os resultados obtidos na faixa de velo-
cidades analisadas (v<13,9.107 m/s), apre-
sentaram boa concordancia entre as metodo-
logias perturbativa e via modelo. Outras faixas
de velocidade e outros funcionais resposta
estdo sendo investigados para uma avaliagao
mais ampla da viabilidade do uso de métodos

perturbativos para analise de sensibilidade em
modelos da dindmica da agua de solutos em
solos.
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Differential Formalism of
Perturbation Theory for Sensitivity
Analysis of a Model for Solute
Transfer in Soil

ABSTRACT

Total solute variations in the soil profile
as a function of time and sensitivity analysis
were calculated using both perturbation and
transfer of soil solute models. Numerical solu-
tions were performed, considering two values
of apparent flow velocity of the soil solution
and soil dispersivity as an input parameter.
The results showed the viability of using per-
turbative methods for sensitivity analysis of
solute dynamics in soils for values of velocities
lower than 13,9 x 107 m/s.



