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RESUMO 

O algoritmo de filtragem de erros, Fil-
tro de Kalman é utilizado na estimativa e 
atualização em tempo real de parâmetros de 
modelos hidrológicos clássicos. O hidrogra-
ma unitário e o modelo auto-regressivo 
foram aplicados à bacia do rio Jangada, a-
fluente do rio Iguaçu, com área de drenagem 
de 1050 km2. Os dois algoritmos distintos do 
Filtro de Kalman foram aplicados no sentido 
crescente de generalidade. Os resultados 
apresentados indicaram a necessidade de 
se impor restrições às estimativas dos pa-
râmetros para garantir a convergência para 
valores aceitáveis de acordo com a teoria 
dos modelos hidrológicos utilizados. Conclu-
iu-se que o Filtro de Kalman é útil na 
construção de modelos hidrológicos com 
correção e atualização dos parâmetros em 
tempo real. 

INTRODUÇÃO 

Na operação contínua de sistemas de 
recursos hídricos, a previsão de vazões é 
extremamente importante para estabelecer 
estratégias de projeto e controle ótimos. Es-
te fato justifica a considerável atenção que é 
dada ao controle de tais sistemas em tempo 
real. 

A operação em tempo real de siste-
mas de recursos hídricos, destinados a 
múltiplos usos, como: controle de cheias, 
regularização de vazões, geração de ener-
gia elétrica, navegação, abastecimento de 
água, gerência de qualidade de água pode 
diminuir de forma significativa os custos e os 
riscos, quando as previsões de vazão são 

feitas com segurança, a curtos intervalos de 
tempo e continuamente. 

Segundo Nash e Sutcliffe (1970), o 
procedimento para previsões de vazão em 
tempo real requer, em adição aos modelos 
utilizados para estimativa das vazões futu-
ras, um método de correção contínua das 
previsões a partir dos erros observados nas 
estimativas anteriores. 

A estimativa e correção dos parâme-
tros dos modelos hidrológicos em tempo real 
deu origem aos modelos chamados adaptati-
vos. De modo simples, os modelos 
adaptativos são aqueles cujos parâmetros são 
reavaliados no instante em que uma nova in-
formação hidrológica é obtida. 

Neste contexto, insere-se a utilização 
de um método de filtragem de erros, Filtro de 
Kalman, na estimativa de parâmetros de mo-
delos hidrológicos, tendo como características 
principais: flexibilidade, recursividade e corre-
ção dos parâmetros em tempo real, isto é, à 
medida em que uma nova observação é reali-
zada. 

Atualmente, a aplicação do conceito de 
Modelos Dinâmicos de Estado e do Filtro de 
Kalman tem atraído considerável atenção em 
hidrologia. Uma das características principais 
na modelagem matemática, utilizando-se Mo-
delos Dinâmicos de Estado, é a possibilidade 
de representação de diferentes sistemas hi-
drológicos. 

No presente artigo é apresentada uma 
aplicação do conceito de Modelos Dinâmicos 
de Estado e do Filtro de Kalman na estimativa, 
correção e atualização dos parâmetros de dois 
modelos de uso corrente em hidrologia: hidro-
grama unitário e modelo auto-regressivo. Os 
referidos modelos são aplicados a uma bacia 
de 1.050 km2, localizada no rio Jangada, aflu-
ente pela margem esquerda do rio Iguaçu. 



Estimativa de Parâmetros de Modelos Hidrológicos Utilizando o Filtro de Kalman 

 68 

FILTRO DE KALMAN 

O Filtro de Kalman foi introduzido na li-
teratura sobre teoria do controle por Kalman 
(1960) e Kalman e Bucy (1961). Particular-
mente no que se refere à utilização do Filtro 
de Kalman, nas últimas décadas, várias pes-
quisas têm sido publicadas mostrando sua 
aplicação na área de recursos hídricos. 

Hino (1973) apresentou uma aplicação 
do Filtro de Kalman para a previsão de vazões 
em tempo real que permite a determinação 
das ordenadas do hidrograma unitário. Wood 
e Szollosi-Nagy (1978) usaram o Filtro de 
Kalman para a previsão de vazões com 6 h de 
antecedência para o rio Ombrone, Itália. Chiu 
(1978), citado por Bergman e Delleur (1985a), 
apresentou uma descrição do estado da arte 
na utilização de modelos dinâmicos de estado 
e do Filtro de Kalman nas áreas de hidrologia, 
hidrogeologia, qualidade da água e hidráulica. 

Aplicações na previsão e controle em 
tempo real são descritas em O’Connell (1980) 
e pesquisas relacionadas à implementação do 
Filtro de Kalman associado a modelos hidroló-
gicos conceituais são apresentadas em 
Kitadinis e Bras (1980a,1980b). 

Em trabalhos mais recentes, Cooper 
(1982) usou técnicas de aproximação estocás-
tica para estimativa on line de parâmetros de 
modelos não lineares e Patry e Marino (1984) 
analisaram a identificação de parâmetros para 
modelos de previsão de vazões em tempo real 
com aplicações na hidrologia urbana. Kitadi-
nis, Lara e Lane (1984) avaliaram, através da 
utilização do Filtro de Kalman, diferentes es-
tratégias de coleta de dados de vazões e Bras 
e Rodriguez-Iturbe (1985) apresentaram um 
resumo da aplicação do Filtro de Kalman na 
estimativa de sistemas hidrológicos dinâmicos. 

Prosseguindo nos exemplos de aplica-
ções em hidrologia, Bergman e Delleur 
(1985a,1985b) utilizaram o Filtro de Kalman 
para previsão de vazões diárias para o rio Po-
tomac em Maryland, USA. Georgakakos 
(1986) aplicou o Filtro de Kalman na constru-
ção de um modelo hidrometeorológico 
estocástico para previsão de enchentes em 
tempo real na bacia de Bird Creek em Okla-
homa, USA. 

Aplicações do Filtro de Kalman na aná-
lise e projeto de redes de monitoramento de 
águas subterrâneas são descritas por Geer 
(1987). Kuo et al. (1990) desenvolveram e 
aplicaram um modelo estocástico para opera-
ção de reservatórios em tempo real na bacia 
do rio Tanshui, República da China, utilizando 
o Filtro de Kalman para atualização das previ-
sões de vazão. 

No Brasil, pode-se citar Mine (1984), 
como um dos primeiros trabalhos na aplicação 
do Filtro de Kalman na estimativa de parâme-
tros de modelos hidrológicos. Holz et al. 
(1989) aplicaram o Filtro de Kalman para a 
previsão de vazão no rio Doce. Gomes e Mine 
(1989) e Gomes e Mine (1991) apresentaram 
exemplos de aplicação do Filtro de Kalman na 
estimativa e atualização das ordenadas do 
hidrograma unitário e dos parâmetros de mo-
delos auto-regressivos. Alves et al. (1991) 
utilizaram o Filtro de Kalman para estimativa e 
atualização dos parâmetros do modelo de 
transformação chuva-vazão IPH II. 

Como se percebe, através do exposto, 
o Filtro de Kalman tem sido utilizado como 
ferramenta para a construção de modelos para 
estimativa de parâmetros e previsão de variá-
veis hidrológicas em tempo real, tendo como 
característica a flexibilidade na representação 
de diferentes modelos utilizados em hidrologia. 

Modelos dinâmicos de estado 

Em linhas gerais, diz-se que o proces-
so xt (escalar ou vetor), que descreve o 
comportamento ou as propriedades do siste-
ma no tempo t, é chamado estado do sistema 
no tempo t, se os valores futuros de xt+l, l = 1, 
2, ..., são bem descritos pelo conhecimento de 
xt ou xt e xt-i, i = 1, 2, ... 

Em hidrologia, o estado do sistema po-
de ser representado pelo valor correto de uma 
quantidade mensurável, como: alturas linimé-
tricas, vazões, totais precipitados, volumes de 
reservatórios, etc... 

Uma boa representação do estado xt, 
considerando um sistema linear, é dada pela 
equação: 

 x x wt t 1 t 1 t t= +− −φ Γ  (1) 
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onde: φt-1 e Γt = matrizes de transição; 
wt = ruídos do sistema; xt = estado do sistema. 

A Equação (1), denominada de equa-
ção de estado, apresenta-se corrompida pela 
presença de ruídos aleatórios wt. Em conse-
qüência, as variáveis de estado são aleatórias 
e suas distribuições probabilísticas estão rela-
cionadas às distribuições probabilísticas dos 
ruídos do sistema. A Equação (1) é dita esta-
cionária se φt-1 e Γt são constantes no tempo. 

Em geral, o verdadeiro estado do sis-
tema xt não é sempre conhecido, mas acha-se 
corrompido pelos ruídos wt. Pode, entretanto, 
ser estimado através de uma equação de 
mensuração. Para o caso de sistemas linea-
res, tem-se: 

 z H x vt t t t= +  (2) 

onde: zt = observação do estado xt; Ht = matriz 
de transição; vt = erro de observação. 

O objetivo da aplicação do algoritmo, 
apresentado por Kalman (1960), é minimizar a 
influência dos erros de modelagem wt e obser-
vação vt sobre a identificação do real estado 
do sistema xt. As matrizes φt-1, Γt e Ht são su-
postamente conhecidas. Alguns sistemas 
podem ter matrizes de transição variando no 
tempo, mas se elas são conhecidas, a não 
estacionariedade não dificulta o problema de 
filtragem. 

Na teoria original, Kalman (1960) apre-
sentou uma nova solução para o problema de 
filtragem linear gaussiana. Sob a hipótese de 
que as seqüências aleatórias wt e vt são ruídos 
brancos e independentes entre si, tem-se co-
mo propriedades: 

a. média: 
_

tw E[w ] = 0=  
b. matriz de covariância: Q = E[wt.wt

T] 

c. média: 
_

tv E[v ] = 0=  
d. matriz de covariância: R = E[vt.vt

T] 

Derivação do filtro de Kalman 
discreto 

Uma das características do algoritmo 
apresentado por Kalman (1960) é a recursivi-

dade. De um modo simples, filtros recursivos 
são aqueles que calculam estimativas presen-
tes, em função de observações recentes e das 
estimativas anteriores. As observações regis-
tradas no passado se encontram de algum 
modo condensadas nas estimativas anterio-
res. Mine (1984) apresenta um exemplo que 
ilustra o conceito de recursividade conforme a 
seguir. 

Considerando-se o problema da esti-
mativa de uma constante não aleatória x, 
baseada em observações zi, corrompidas por 
ruídos brancos vi, pode-se escrever: 

 z x v (i 1,2,..., t)i i= + =  (3) 

Uma estimativa não tendenciosa de xt, 
de mínima variância, é dada por: 

 x
t

zt i
i

t^
=

=
∑

1
1

 (4) 

Quando uma nova observação no ins-
tante t+1 é realizada, a nova estimativa será 
dada por: 

 x
t

zt i
i

t^
+

=

+
=

+
∑1

1

11
1

 (5) 

A Equação (5) pode ser manipulada, 
de tal forma que a estimativa de x no instante 
t, fique evidenciada, ou seja: 

 x t
t

x
t

zt t t

^ ^
+ +=

+
+

+
1 11

1
1

 (6) 

É importante destacar que utilizando-se 
a Equação (6) para calcular a estimativa de x 
no instante t+1 no lugar da Equação (5), a 
necessidade de armazenar informações é eli-
minada, pois toda informação anterior está 
contida na estimativa de x no instante t. Tem-
se, portanto, um estimador linear recursivo ou 
filtro recursivo. Uma forma alternativa de re-
presentação da Equação (6) é dada por: 

 x x
t

z xt t t t
^ ^ ^

( )+ += +
+

−1 1
1

1
 (7) 
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Uma interpretação interessante, anali-
sando-se a Equação (7), é a de que a 
estimativa de xt+1 é função da estimativa ante-
rior xt somada a uma diferença ponderada 
entre a nova observação zt+1 e o seu valor 
esperado, dado pela estimativa xt. A diferença 
entre a nova observação zt+1 e o seu valor 
esperado xt representa justamente o ganho de 
informação que se obtém a partir do momento 
em que uma nova observação é obtida. Gene-
ralizando o exemplo apresentado para 
quantidades vetoriais, a Equação (6) pode ser 
escrita como: 

 x K x K zt t t t t t t

^
/

'
^

/= +−1  (8) 

Analisando-se a Equação (8), observa-
se que a nova estimativa xt/t é uma pondera-
ção entre a estimativa anterior xt/t-1 e a nova 
observação zt, onde os pesos são representa-
dos por Kt’ e Kt, matrizes variáveis no tempo. 
O problema agora reside em obter as matrizes 
Kt’ e Kt que estabeleçam de uma maneira óti-
ma a estimativa xt/t. 

Antes de prosseguir, em função da 
forma como a Equação (8) foi apresentada, é 
importante reforçar a idéia de que o subscrito 
t/t-1 refere-se à previsão da quantidade x no 
instante t a partir do seu valor no instante t-1, 
enquanto o índice t/t refere-se à atualização 
da quantidade x no tempo t à medida em que 
uma nova observação z no instante t é obtida. 

Em Mine (1984) são apresentadas as re-
lações entre as matrizes Kt’ e Kt e o 
desenvolvimento matemático para a escolha 
ótima de Kt, chamada matriz de ganho. Em 
O’Connel (1980) e Gomes (1995), pode-se en-
contrar a derivação do Filtro de Kalman discreto, 
considerando-se dois algoritmos distintos. A 
diferença básica entre eles consiste na correção 
ou não dos ruídos de modelagem w e de obser-
vação v e das respectivas matrizes de 
covariância Q e R. 

A Tabela 1 apresenta uma forma mais 
simples do Filtro de Kalman, onde os ruídos de 
modelagem w e observação v são representados 
pelo seu valor esperado e, portanto, são nulos, 
considerando-se a hipótese de ruídos brancos. 
Além disso, as matrizes de covariância dos erros 
de modelagem Q e de observação R são consi-
deradas constantes no tempo. 

Todini, O’Connell e Jones (1980) apre-
sentam desenvolvimento matemático para o 
estabelecimento de um algoritmo recursivo do 
Filtro de Kalman, onde são consideradas a esti-
mativa e atualização dos ruídos w e v e das 
respectivas matrizes de covariância Q e R. A 
Tabela 2 apresenta uma forma mais sofisticada 
do Filtro de Kalman, onde os ruídos w e v e as 
respectivas matrizes de covariância Q e R são 
corrigidas a cada intervalo de tempo, a partir de 
uma nova observação z. 

UTILIZAÇÃO DO FILTRO DE 
KALMAN PARA REPRESENTAÇÃO 
DE MODELOS HIDROLÓGICOS 

A aplicação do Filtro de Kalman exige a 
definição dos elementos que compõem a equa-
ção do sistema, Equação (1), e a equação de 
mensuração, Equação (2), ou seja: φt = matriz de 
transição de estado; xt = estado do sistema; 
Ht = matriz de transição; zt = observação do es-
tado xt. 

No presente trabalho são utilizados dois 
modelos hidrológicos de uso corrente: hidrogra-
ma unitário e modelo auto-regressivo. É 
importante destacar que a definição dos elemen-
tos das Equações (1) e (2) é função do tipo de 
modelo hidrológico utilizado, como abordado na 
seqüência. 

Representação do hidrograma 
unitário 

Hino (1973) apresenta uma aplicação do 
Filtro de Kalman para a previsão de vazões em 
tempo real e que permite a determinação das 
ordenadas do hidrograma unitário. A vazão em 
um instante t é dada pela representação discreta 
da integral de convolução como apresentada a 
seguir: 

 q h ut i t i
i

imax

= −
=
∑

0

 (9) 

onde: ut-i = precipitação efetiva no instante t-i; 
hi = ordenada do hidrograma unitário no ins-
tante i; qt = vazão superficial no instante t. 
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Tabela 1. Equações do filtro de Kalman discreto sem correção dos 
ruídos w e v e das matrizes de covariância Q e R. 

Equação de estado xt = φt-1xt-1 + Γtwt                     w N Q)t ~ ( ,0  
Equação de mensuração zt = Htxt + vt                            v N Rt ~ ( , )0  

Correção  
Inovação ν t t t t / t 1z H x= − −  
Matriz de ganho K P H (H P H R)t t / t 1 t

T
t t/ t 1 t

T 1= +− −
−  

Estado  x x Kt / t t / t 1 t t= +− ν  
Matriz de covariância dos erros de previsão de estado P = (I - K H )Pt / t t t t / t 1−  

Previsão  
Estado x xt+1/t t t/t= φ  
Matriz de covariância dos erros de previsão do estado P P Qt+1/ t t t/ t t

T
t 1 t+1

T= + +φ φ Γ Γ  

Tabela 2. Equações do filtro de Kalman discreto com correção dos 
ruídos w e v e das matrizes de covariância Q e R. 

Equação de estado 
xt = φt-1xt-1 + Γtwt                     w N w Qt ~ ( , )

_
 

Equação de mensuração 
zt = Htxt + vt                            v N v Rt ~ ( , )

_
 

Correção  
Ruído de observação 

v vt t 1 t t t / t 1
t 1

t
1
t
(z H x )=

−
+ −− −  

Inovação ν t t t t / t 1 tz H x= − −− v  
Matriz de covariância dos erros de observação 

R t 1
t

R 1
t

( H P H )t t 1 t t
T

t t / t 1 t
T=

−
+ −− −ν ν  

 
Matriz de ganho 

 
K P H (H P H R )t t / t 1 t

T
t t/t 1 t

T
t

1= +− −
−  

Estado x x Kt / t t / t 1 t t= +− ν  
Matriz de covariância dos erros de previsão do estado P = (I - K H )Pt / t t t t / t 1−  

Previsão  
Ruído de modelagem 

w w 1
t
( ) Kt 1/t t /t 1 t

T
t

1
t
T

t t+ −
−= + Γ Γ Γ ν  

 
Matriz de covariância dos erros de modelagem 

 

Q t 1
t

Q 1
t
( ) (K K

P P ) ( )

t 1/ t t/ t 1 t
T

t
1

t
T

t t t
T

t
T

t/ t t 1 t/ t 1 t
T

t
1

+ −
−

− − −
−

=
−

+

+ −

Γ Γ Γ

Γ Γ Γ

ν ν

φ φ t
T

t1

 

Estado x x wt+1/t t t/t t t 1/t= + +φ Γ  
Matriz de covariância dos erros de previsão do estado P P Qt+1/ t t t/ t t

T
t 1 t 1/ t t+1

T= + + +φ φ Γ Γ  
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Destaca-se que a variável imax, apre-
sentada na Equação (9), representa, em 
termos gerais, o número de ordenadas do hi-
drograma unitário. A Equação (9) pode ser 
escrita matricialmente como: 

 q u ht t t=  (10) 

onde: ut = [ut ut-1 ut-2 ... ut-i ...]; 
ht = [h0 h1 h2 ... hi ...]T. 
Comparando-se a Equação (10) com a 

equação de mensuração, Equação (2), pode-
se definir: zt = vazão superficial no instante t; 
Ht = precipitações efetivas observadas (inputs 
do sistema); xt = ordenadas do hidrograma 
unitário. 

A matriz de transição de estado φt, no 
caso da determinação das ordenadas do hi-
drograma unitário, foi definida como igual a 
matriz identidade e invariante no tempo. Adi-
cionalmente, definiu-se a matriz de transição 
Γt, presente na Equação (1), como sendo um 
vetor-coluna cujos elementos são todos iguais 
a 1. 

Destaca-se que as dimensões das ma-
trizes envolvidas é função do número de 
ordenadas do hidrograma unitário a ser esti-
mado. Gomes (1995) apresenta, 
considerando-se um exemplo de aplicação, as 
dimensões das matrizes utilizadas no algorit-
mo do Filtro de Kalman para determinação das 
ordenadas do hidrograma unitário. 

Restrições às ordenadas do 
hidrograma unitário 

Gomes (1995) verificou que, no pro-
cesso de estimativa das ordenadas do 
hidrograma unitário, o Filtro de Kalman não 
conservou o volume unitário equivalente a 
uma precipitação efetiva de 10 mm, apresen-
tando em alguns casos ordenadas negativas 
para o hidrograma unitário. No referido traba-
lho, introduziu-se no algoritmo do Filtro de 
Kalman, um procedimento colocando como 
restrições: 

1. as ordenadas do hidrograma unitário 
não podem ser negativas; 

2. o volume unitário deve ser conservado 
em cada intervalo de tempo. 

Representação de um modelo 
auto-regressivo 

Como mencionado anteriormente, a a-
plicação do Filtro de Kalman exige a definição 
dos elementos que compõem a equação do 
sistema, Equação (1), e a equação de mensu-
ração, Equação (2). 

Considerando-se o problema de esti-
mativa de vazões em tempo real, um modelo 
auto-regressivo de ordem p pode ser repre-
sentado genericamente, como a seguir. 

 q q q qt t t p t p

~ ~ ~ ~
...= + + +− − −β β β1 1 2 2  (11) 

onde: q
~

t = desvio da vazão em relação à mé-
dia no instante t; β1, ..., βp = parâmetros do 
modelo auto-regressivo. 

A Equação (11) pode ser escrita matri-
cialmente como: 

 q qt t p p

~ ~
= − β  (12) 

onde: βp = [ β1 β2 ... βp ]T 

q q q qt p t t t p

~ ~ ~ ~
[ ... ]− − − −= 1 2  

Comparando-se a Equação (11) com a 
equação de mensuração, Equação (2), pode-
se definir: zt = desvio da vazão em relação à 
média no instante t; Ht = desvios das vazões 
observadas em relação à média (inputs do 
sistema); xt = parâmetros do modelo auto- 
regressivo. 

Como no caso da determinação das 
ordenadas do hidrograma unitário, a matriz de 
transição de estado φt foi definida como igual a 
matriz identidade e invariante no tempo. A 
matriz de transição Γt, presente na Equa-
ção (1), foi definida como um vetor-coluna 
cujos elementos são todos iguais a 1. 

Destaca-se que as dimensões das ma-
trizes envolvidas é função do número de 
parâmetros do modelo auto-regressivo. Go-
mes (1995) apresenta, considerando-se um 
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exemplo de aplicação, as dimensões das ma-
trizes utilizadas no algoritmo do Filtro de 
Kalman para determinação dos parâmetros do 
modelo auto-regressivo. 

Restrições aos parâmetros do 
modelo auto-regressivo 

Gomes (1995), aplicando o Filtro de 
Kalman na determinação dos parâmetros de 
um modelo auto-regressivo de ordem 2, verifi-
cou que, no processo de estimativa dos 
parâmetros, o Filtro de Kalman estabeleceu 
valores para β1 e β2 que não satisfaziam os 
limites apresentados em Box e Jenkins (1976). 
A fim de respeitar os limites impostos para β1 e 
β2, Gomes (1995) introduziu no algoritmo do 
filtro, um procedimento colocando restrições 
aos valores dos parâmetros β1 e β2, conside-
rando-se um modelo auto-regressivo de 
ordem 2. 

O conjunto de restrições aos parâme-
tros β1 e β2 em um modelo auto-regressivo de 
ordem 2, como apresentado em Box e Jenkins 
(1976), é representado pelas inequações a 
seguir: 

-2 < β1 < 2 

-1 < β2 < 1 

β1 + β2 > 1 

β2 - β1 < 1 

BACIA HIDROGRÁFICA E 
DADOS UTILIZADOS 

O rio Jangada situa-se no trecho médio 
do rio Iguaçu, do qual é afluente pela margem 
esquerda, percorrendo em seu desenvolvi-
mento o norte catarinense e o terceiro planalto 
paranaense. Esta região é constituída de der-
rames basálticos espessos, regulares e quase 
horizontais e por arenitos mesozóicos. Os rios 
percorrem vales estreitos e possuem maiores 
declividades em relação ao trecho do Alto I-
guaçu, a montante da cidade de União da 
Vitória. O rio Jangada apresenta, em um tre-
cho de cerca de 60 km, a partir da sua foz no 

rio Iguaçu, um desnível de 170 m, correspon-
dente a uma declividade média no trecho de 
0,283 cm/m. O clima apresenta-se temperado 
com verão ameno e sem estação seca defini-
da. A precipitação média anual é de 1500 mm 
e a temperatura média anual é de 16° C. 

Os dados de precipitação utilizados 
são referentes à estação pluviométrica Rio 
Farias (Código DNAEE: 02651027), sendo 
registrados os dados de chuva às 7:00 h e 
17:00 h. Os dados de vazão utilizados são 
referentes à estação fluviométrica Jangada do 
Sul (Código DNAEE: 65370000), altitude 
800 m, latitude 26° 22’ S, longitude 51° 15’ W, 
com área de drenagem de 1050 km2 e leituras 
diárias às 7:00 h e 17:00 h. O período de da-
dos utilizados compreendeu os anos de 1983 
a 1992. A Figura 1 apresenta a bacia do rio 
Jangada e a localização das estações hidro-
métricas utilizadas no estudo. 

O trecho do rio Jangada, onde se situa 
a estação fluviométrica, caracteriza-se por 
apresentar trecho reto, lento em canal natural, 
com margens argilosas de pouca inclinação e 
com vegetação (árvores nas duas margens). A 
natureza do leito é rochosa sendo o controle 
exercido por corredeira a 150 m a jusante da 
seção de réguas. O nível de extravasamento 
considerado é de 3,0 m. Na determinação da 
curva-chave, os máximos valores de nível e 
vazão registrados nas campanhas de medição 
de vazão foram 2,50 m e 360 m3/s, respecti-
vamente. 

Caracterização dos eventos 

A partir do registro histórico, foram se-
lecionados 15 eventos, representando uma 
gama variada de vazões, incluindo a enchente 
de julho de 1983, correspondente à máxima 
vazão registrada na estação fluviométrica 
Jangada do Sul. A Tabela 3 apresenta as ca-
racterísticas principais dos 15 eventos 
selecionados. 

Analisando-se os valores do coeficiente 
de deflúvio, apresentados na Tabela 3, verifica-
se que o evento 15 apresenta coeficiente signifi-
cativamente superior aos demais. Um fator que 
contribui para este alto valor é o grau de incerte-
za associado à extrapolação da curva-chave. 
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Figura 1. Bacia hidrográfica do rio Jangada. Localização das estações hidrométricas utilizadas 
no estudo. 
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Tabela 3. Características dos eventos selecionados. 

 
Evento 

 
Início 

Chuva 
Total 
(mm) 

Vazão 
Superficial 

(mm) 

Coeficiente 
de Deflúvio 

Vazão 
Máxima 
(m3/s) 

Tempo 
de Pico 

(h) 

01 26/10/1989 79,0 15,4 0,19 107,4 36 
02 20/01/1990 130,1 39,3 0,30 223,3 36 
03 28/04/1990 100,2 30,0 0,30 207,8 24 
04 18/06/1990 81,6 24,9 0,30 173,2 24 
05 22/10/1988 74,8 20,9 0,28 177,0 24 
06 03/05/1989 111,5 26,3 0,24 135,4 48 
07 15/08/1990 115,0 45,6 0,40 312,0 24 
08 12/12/1990 89,8 21,6 0,24 154,2 24 
09 05/10/1991 155,6 25,8 0,17 221,0 12 
10 24/09/1984 90,0 19,9 0,22 154,2 24 
11 06/07/1987 57,3 11,8 0,21 83,6 36 
12 31/10/1985 49,8 13,5 0,27 119,3 24 
13 05/08/1984 154,1 57,5 0,37 279,5 48 
14 12/06/1984 173,8 58,8 0,34 262,4 60 
15 05/07/1983 429,8 301,4 0,70 970,4 60 

 
Como se observa na Tabela 3, os e-

ventos não obedecem a uma seqüência 
cronológica. Os eventos 01 a 10 foram consi-
derados como eventos de calibração, 
enquanto os eventos de 11 a 15 foram consi-
derados eventos de verificação. Procurou-se 
montar os dois conjuntos de eventos com 
cheias de diferentes magnitudes. A enchente 
de julho de 1983 foi escolhida como último 
evento por representar a maior cheia registra-
da na bacia. 

Determinação do escoamento 
superficial 

A separação do escoamento foi neces-
sária em função do uso do hidrograma 
unitário. A determinação do fim do escoamen-
to foi feita utilizando-se o conceito de curva de 
depleção do escoamento subterrâneo, repre-
sentada pela equação a seguir: 

 q q ei s
ti ts= − −α( )  (13) 

onde: qi = vazão no instante ti; qs = vazão no 
instante ts; ts = instante correspondente ao fim 
do escoamento superficial; α = expoente da 
curva de depleção. 

Em uma primeira tentativa, procurou-se 
obter um valor médio para a constante de de-
pleção α a ser utilizado para todos os eventos. 
Procurou-se analisar os períodos de estiagem 
registrados na estação fluviométrica Jangada 
do Sul. Os resultados obtidos não permitiram 
definir um valor médio para α, devido, princi-
palmente, ao fato dos períodos de estiagem 
na bacia do rio Iguaçu serem relativamente 
curtos. 

A alternativa adotada foi analisar sepa-
radamente cada um dos quinze eventos 
selecionados. Para cada evento, identificou-se 
o fim do escoamento superficial, plotando-se 
os valores de vazão do ramo de recessão do 
hidrograma em um papel mono-log, com a 
escala aritmética representando tempo e a 
escala logarítmica representando vazão. A 
curva de depleção do escoamento subterrâ-
neo, Equação (13), em papel mono-log é 
representada por uma reta. Portanto, adotou-
se como fim do escoamento superficial o ins-
tante no qual a vazão fugia da tendência linear 
do ramo de recessão. 

A separação dos escoamentos subter-
râneo e superficial foi feita supondo-se uma 
variação linear do escoamento subterrâneo 
entre os instantes inicial e final do escoamento 
superficial. É importante citar que os escoa-
mentos subterrâneo e sub-superficial foram 
considerados como um único componente do 
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hidrograma de escoamento, sendo citados ape-
nas como escoamento subterrâneo. 

A precipitação efetiva para cada evento 
foi determinada, considerando-se como hipótese 
simplificadora, um valor de infiltração constante 
para cada um dos 15 eventos selecionados, 
calculado de modo a fornecer o mesmo volume 
de escoamento superficial obtido na separação 
dos escoamentos subterrâneo e superficial. 

APLICAÇÃO DO FILTRO DE 
KALMAN 

O algoritmo do Filtro de Kalman, como 
apresentado nos Tabelas 1 e 2, foi aplicado na 
estimativa e atualização das ordenadas do hi-
drograma unitário e dos parâmetros de um 
modelo auto-regressivo de ordem 2, utilizando-
se os 15 eventos hidrológicos selecionados. O 
intervalo unitário adotado foi de 12 h em função 
da freqüência de observações (2 leituras diárias) 
das estações hidrométricas utilizadas. Uma aná-
lise dos eventos selecionados, principalmente 
em relação ao ramo de ascensão dos hidrogra-
mas, mostrou que o intervalo de tempo adotado 
não era o mais indicado para a representação 
dos eventos de cheia da bacia em questão, pre-
judicando a qualidade dos resultados obtidos. 

Inicialmente, aplicou-se o algoritmo do 
Filtro de Kalman sem correção dos ruídos e das 
matrizes de covariância, Tabela 1, e sem as res-
trições estabelecidas em Gomes (1995). Na 
seqüência, aplicou-se o algoritmo do Filtro de 
Kalman sem correção dos ruídos e das matrizes 
de covariância, Tabela 1, e com restrições. Fi-
nalmente, utilizou-se o algoritmo do Filtro de 
Kalman com correção dos ruídos e das matrizes 
de covariância, Tabela 2, e com restrições. 

Análise de desempenho do modelo 

Utilizou-se como parâmetro de compara-
ção, na avaliação dos resultados apresentados 
pela aplicação do Filtro de Kalman, a raiz do erro 
quadrático médio (REQM), considerando-se as 
diferenças entre as vazões observadas e esti-
madas para os eventos de números 11 a 15, 
conforme numeração apresentada na Tabela 3. 
Como mencionado anteriormente, os eventos 1 
a 10 foram utilizados como eventos de calibra-
ção do modelo, com o objetivo de minimizar a 

influência de hipóteses relativas ao estado inicial 
do sistema. A raiz do erro quadrático médio foi 
calculada como a seguir: 

 REQM
q q

n
obs est=

−∑( )2

 (14) 

onde: REQM = raiz do erro quadrático médio 
(m3/s); qobs = vazão observada (m3/s); 
qest = vazão estimada (m3/s); n = número de va-
lores considerados. 

ESTIMATIVA E ATUALIZAÇÃO 
DAS ORDENADAS DO 
HIDROGRAMA UNITÁRIO 

Este item apresenta os resultados da a-
plicação do Filtro de Kalman na estimativa e 
correção em tempo real das ordenadas do hi-
drograma unitário. 

Estimativa inicial do hidrograma 
unitário 

A aplicação do Filtro de Kalman requer 
a estimativa do estado inicial do sistema. É inte-
ressante citar que Hino (1973) utiliza, inclusive, a 
hipótese de ordenadas nulas como aproximação 
inicial do estado do sistema. Portanto, não se-
guiu-se um critério muito rígido para a definição 
da estimativa inicial do hidrograma unitário. 

Adotou-se, como condição inicial, um 
hidrograma unitário triangular. Os valores de 
tempo de pico e tempo de base do hidrograma 
unitário foram determinados em função de 
uma análise dos dados de precipitação efetiva 
e de vazão superficial dos 15 eventos hidroló-
gicos selecionados. Definiu-se o tempo de 
pico igual a 1 dia e o tempo de base igual a 6 
dias. Considerando-se um intervalo unitário de 
12 h, definiu-se um hidrograma unitário com-
posto por 13 ordenadas. 

A vazão de pico (qp) do hidrograma uni-
tário foi calculada de modo a produzir um 
volume equivalente a uma chuva efetiva de 
10 mm distribuída uniformemente sobre uma 
bacia de 1050 km2. A Tabela 4 apresenta a 
estimativa inicial do hidrograma unitário. 
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Tabela 4. Estimativa inicial do hidrograma unitário. 

i 
(∆t = 12 h) 

ordenada do  
hidrograma unitário 

(m3/s) 

i 
(∆t = 12 h) 

ordenada do  
hidrograma unitário 

(m3/s) 

0 0,00 7 20,26 
1 20,26 8 16,20 
2 40,51 9 12,15 
3 36,46 10 8,10 
4 32,41 11 4,05 
5 28,36 12 0,00 
6 24,31   

 
Para efeito de comparação com os re-

sultados obtidos através do uso do Filtro de 
Kalman, estimou-se as vazões dos eventos de 
11 a 15, utilizando-se a aproximação inicial do 
hidrograma unitário, e calculou-se o valor da 
raiz do erro quadrático médio (REQM). O valor 
de REQM obtido foi de 68,45 m3/s. 

Algoritmo do filtro de Kalman sem 
correção dos ruídos e das 
matrizes de covariância e sem 
restrições 

O algoritmo do Filtro de Kalman sem 
correção dos ruídos e das matrizes de covari-
ância, Tabela 1, considera, por hipótese, que 
as matrizes de covariância Q e R são constan-
tes no tempo e que os ruídos w e v constituem 
série de ruídos brancos, sendo representados 
por seu valor médio igual a zero. Como apro-
ximação inicial da matriz de covariância do 
erros de estimativa P, adotou-se a matriz iden-
tidade. 

Em uma primeira análise, procurou-
se determinar a relação Q/R que produzisse 
a menor REQM. Para tanto, adotou-se 
R = 0,01 e aplicou-se o algoritmo do Filtro 
de Kalman para diferentes valores de Q/R. A 
Tabela 5 apresenta os valores de REQM 
para R = 0,01 e para diferentes valores de 
Q/R. O menor valor de REQM foi obtido para 
Q/R = 0. 

Definida a melhor relação Q/R, pes-
quisou-se o valor de R que produzisse a 
menor REQM, considerando-se Q/R = 0. A 
Tabela 6 apresenta os valores de REQM 

para Q/R = 0 e para diferentes valores de R. 
O menor valor de REQM foi obtido para 
R = 10. 

Tabela 5. Valores de REQM para R = 0,01 
e diferentes relações Q/R. Filtro de Kalman 
sem correção dos ruídos e das matrizes de 
covariância e sem restrições. 

Relação 
Q/R 

REQM 
(m3/s) 

0 37,76 
0,01 43,02 
0,1 50,21 
1 60,34 

10 62,83 
100 68,75 

aproximação 
inicial 

68,45 

Tabela 6. Valores de REQM para Q/R = 0 
e diferentes valores de R. Filtro de Kalman 
sem correção dos ruídos e das matrizes de 
covariância e sem restrições. 

R REQM 
(m3/s) 

0,01 37,76 
0,1 37,75 
1 37,69 

10 37,43 
100 43,75 

1000 62,01 
10000 67,68 

aproximação 
inicial 

68,45 
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Algoritmo do filtro de Kalman sem 
correção dos ruídos e das 
matrizes de covariância e com 
restrições 

No processo de estimativa e atualiza-
ção das ordenadas do hidrograma unitário, 
verificou-se a ocorrência de ordenadas negati-
vas e a não conservação do volume do 
hidrograma unitário. Portanto, adotou-se o 
esquema de restrições proposto em Gomes 
(1995). 

O procedimento foi o mesmo adotado 
no item anterior. Em uma primeira análise, 
procurou-se determinar a relação Q/R que 
produzisse a menor REQM. Para tanto, ado-
tou-se R = 0,01 e aplicou-se o algoritmo do 
Filtro de Kalman para diferentes valores de 
Q/R. A Tabela 7 apresenta os valores de 
REQM para R = 0,01 e para diferentes valores 
de Q/R. Novamente, o menor valor de REQM 
foi obtido para Q/R = 0. 

Tabela 7. Valores de REQM para R = 0,01 
e diferentes relações Q/R. Filtro de Kalman 
sem correção dos ruídos e das matrizes de 
covariância e com restrições. 

Relação 
Q/R 

REQM 
(m3/s) 

0 40,18 
0,01 40,85 
0,1 78,14 
1 96,18 

10 99,90 
100 101,37 

aproximação 
inicial 

68,45 

Definida a melhor relação Q/R, pesqui-
sou-se o valor de R que produzisse a menor 
REQM, considerando-se Q/R = 0. A Tabela 8 
apresenta os valores de REQM para Q/R = 0 e 
para diferentes valores de R. O menor valor de 
REQM, como anteriormente, foi obtido para 
R = 10. 

Tabela 8. Valores de REQM para Q/R = 0 
e diferentes valores de R. Filtro de Kalman 
sem correção dos ruídos e das matrizes de 
covariância e com restrições. 

R REQM 
(m3/s) 

0,01 40,18 
0,1 40,16 
1 39,96 

10 38,99 
100 43,51 

1000 61,64 
10000 67,63 

aproximação 
inicial 

68,45 

Comparando-se os valores de REQM 
apresentados nas Tabelas 5 a 8, verifica-se 
que a adoção das restrições não melhorou o 
desempenho do modelo. A principal vantagem 
foi o atendimento aos conceitos básicos de 
ordenadas não negativas e de volume unitário 
de 10 mm. 

Algoritmo do filtro de Kalman com 
correção dos ruídos e das 
matrizes de covariância e com 
restrições 

O algoritmo do Filtro de Kalman com 
correção dos ruídos e das matrizes de covari-
ância, Tabela 2, estabelece a correção dos 
ruídos w e v e das matrizes de covariância Q e 
R em tempo real. Como aproximação inicial da 
matriz de covariância dos erros de estimativa 
P, adotou-se a matriz identidade. Adicional-
mente, introduziu-se as restrições de 
ordenadas não negativas e conservação do 
volume unitário. 

Os valores de precipitação, vazão e a-
proximação inicial das ordenadas do 
hidrograma unitário foram os mesmos adota-
dos anteriormente. O cálculo da REQM, como 
anteriormente, foi feito considerando-se os 
eventos de 11 a 15. O valor de REQM obtido 
na aplicação do algoritmo do Filtro de Kalman 
com correção dos ruídos e das matrizes de 
covariância e com restrições foi de 62,29 m3/s. 
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Portanto, o desempenho do modelo foi inferior 
aos algoritmos anteriores. O ganho em relação 
à aproximação inicial não foi muito significativo 
já que reduziu a REQM somente de 
68,45 m3/s para 62,29 m3/s. 

A Tabela 9 apresenta os valores dos 
ruídos w e v e das matrizes de covariância Q e 
R ao final de cada evento. Verifica-se que os 
ruídos w e v convergiram para valores peque-
nos quando comparados às ordenadas do 
hidrograma unitário, como sugere a hipótese 
de série de ruídos brancos. Destaca-se, tam-
bém, que as matrizes de covariância Q e R 
convergiram para valores que confirmam a 
relação Q/R = 0 verificada nos algoritmos an-
teriores. 

Comparação dos hidrogramas 
para a enchente de julho de 1983 

Além da comparação entre os valores 
obtidos para a REQM, aplicando-se os diferen-
tes algoritmos, apresenta-se os hidrogramas 
observado e estimados para a enchente de 
julho de 1983, a maior cheia já registrada na 
bacia do rio Jangada. A Figura 2 apresenta os 
hidrogramas observado e estimados utilizando 
o hidrograma unitário e o Filtro de Kalman 

Os hidrogramas estimados para a en-
chente de 1983, apresentados na Figura 2, 
foram obtidos considerando-se três modelos 
distintos: 

a. Modelo HU1: vazões estimadas pela 
aproximação inicial do hidrograma uni-
tário, apresentada na Tabela 4; 

b. Modelo HU2: vazões estimadas pelo 
hidrograma unitário atualizado pelo al-
goritmo do Filtro de Kalman sem 
correção dos ruídos w e v e das matri-
zes de covariância Q e R e com 
restrições. Adotou-se a relação Q/R = 0 
e R = 10; 

c. Modelo HU3: vazões estimadas pelo 
hidrograma unitário atualizado pelo al-
goritmo do Filtro de Kalman com 
correção dos ruídos w e v e das matri-
zes de covariância Q e R e com 
restrições. 

Verifica-se, na Figura 2, que o modelo 
HU3 acompanhou o desempenho do modelo 
HU1, ou seja, a utilização do algoritmo mais 
complexo, que corrige os ruídos w e v e as 
suas respectivas matrizes de covariância não 
melhorou o desempenho do modelo. 

É importante destacar que a qualidade 
dos resultados é também função das limita-
ções do modelo hidrológico adotado para a 
estimativa das vazões. Conceitualmente, o 
hidrograma unitário é uma função linear e uma 
das hipóteses básicas adotadas em sua for-
mulação é a de que chuvas com mesmo 
tempo de duração produzem hidrogramas com 
mesmo tempo de base. O escoamento em 
canais é caracteristicamente não linear. A ve-
locidade de propagação da onda de cheia é 
diretamente proporcional à vazão. Isto sem 
considerar problemas de extravasamento da 
calha e armazenamento nas planícies de i-
nundação. 

ESTIMATIVA E ATUALIZAÇÃO DOS 
PARÂMETROS DE UM MODELO 
AUTO-REGRESSIVO 

Este item apresenta os resultados da a-
plicação do Filtro de Kalman na estimativa e 
correção em tempo real dos parâmetros de um 
modelo auto-regressivo de ordem 2. 

Aproximação inicial dos 
parâmetros do modelo auto-
regressivo 

A aplicação do Filtro de Kalman, como 
mencionado anteriormente, exige a estimativa 
inicial do estado do sistema. Na identificação da 
ordem e na estimativa inicial do parâmetros do 
modelo auto-regressivo seguiu-se o procedimen-
to exposto em Box e Jenkins (1976), 
considerando-se somente os eventos de 1 a 10. 
A partir dos dados de vazão total, identificou-se 
um modelo de ordem 2 definido pela equação a 
seguir. 

 q q qt t t= − +− −0 844 0 308 31 5981 2, , ,  (15) 

onde: qt = vazão (m3/s) no instante t. 
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Tabela 9. Valores dos ruídos w e v e das matrizes de covariância Q e R ao final de cada evento. 
Filtro de Kalman com correção dos ruídos e das matrizes de covariância e com restrições. 

Evento w Q v R 

1 -0,020 - 3,2 x 10-5 0,42 148,8 
2 -0,021 4,1 x 10-5 0,21 325,4 
3 -0,021 5,8 x 10-5 0,18 979,8 
4 -0,022 5,7 x 10-5 0,16 1285,3 
5 -0,022 5,7 x 10-5 0,14 1317,8 
6 -0,022 5,4 x 10-5 0,13 1167,5 
7 -0,022 6,6 x 10-5 0,15 1301,0 
8 -0,022 6,4 x 10-5 0,14 1282,5 
9 -0,022 6,6 x 10-5 0,14 1490,6 

10 -0,022 6,4 x 10-5 0,13 1400,9 
11 -0,022 6,4 x 10-5 0,13 1294,4 
12 -0,022 6,3 x 10-5 0,12 1233,0 
13 -0,022 7,5 x 10-5 0,13 1383,9 
14 -0,022 7,0 x 10-5 0,13 1295,3 
15 -0,023 70,2 x 10-5 0,35 2409,9 
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Figura 2. Cheia de julho de 1983. Comparação dos hidrogramas observado e 
estimados utilizando-se o hidrograma unitário (modelos HU1, HU2 e HU3). 
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Para efeito de comparação, estimou-se 
as vazões dos eventos de 11 a 15, utilizando-
se a aproximação inicial do modelo auto-
regressivo, Equação (15), e calculou-se o va-
lor da REQM. O valor de REQM obtido foi de 
94,51 m3/s. 

Os valores de β1 = 0,844 e β2 = -0,308, 
apresentados na Equação (15), foram adota-
dos como aproximação inicial do estado do 
sistema. A vazão média calculada consideran-
do-se somente os eventos de 01 a 10 não foi 
corrigida na aplicação do algoritmo do Filtro de 
Kalman. Justifica-se pela uniformidade de tra-
tamento, já que na previsão com a 
aproximação inicial sem atualização dos pa-
râmetros, Equação (15), não se corrigiu a 
média das vazões. A adoção da correção da 
vazão média a cada intervalo de tempo não 
traria dificuldades do ponto de vista de imple-
mentação computacional. 

Algoritmo do filtro de Kalman sem 
correção dos ruídos e das 
matrizes de covariância e sem 
restrições 

Como mencionado anteriormente, o al-
goritmo do Filtro de Kalman sem correção dos 
ruídos e das matrizes de covariância, Tabe-
la 1, considera as matrizes de covariância Q e 
R constantes no tempo e que os ruídos w e v 
constituem série de ruídos brancos, com valor 
médio igual a zero. Como aproximação inicial 
da matriz de covariância dos erros de estima-
tiva P, adotou-se a matriz identidade. 

Em uma primeira análise, procurou-se 
determinar a relação Q/R que produzisse a 
menor REQM. Para tanto, adotou-se R = 0,01 
e aplicou-se o algoritmo do Filtro de Kalman 
para diferentes valores de Q/R. A Tabela 10 
apresenta os valores de REQM para R = 0,01 
e para diferentes valores de Q/R. O menor 
valor de REQM foi obtido para Q/R = 0. Desta-
ca-se que, para relações de Q/R ≠ 0, os 
resultados foram inferiores aos resultados ob-
tidos através da aproximação inicial. 

A partir da definição da melhor relação 
Q/R, pesquisou-se o valor de R que produzis-
se a menor REQM. A Tabela 11 apresenta os 

valores de REQM para Q/R = 0 e para diferen-
tes valores de R. Verifica-se que para a 
relação Q/R = 0, o valor de REQM mostrou-se 
pouco sensível a variações de R. 

Tabela 10. Valores de REQM para R = 0,01 
e diferentes relações Q/R. Filtro de Kalman 
sem correção dos ruídos e das matrizes de 
covariância e sem restrições. 

Relação 
Q/R 

REQM 
(m3/s) 

0 64,39 
0,01 220,98 
0,1 403,56 
1 466,96 

10 471,03 
100 470,18 

aproximação 
inicial 

94,51 

Tabela 11. Valores de REQM para Q/R = 0 
e diferentes valores de R. Filtro de Kalman 
sem correção dos ruídos e das matrizes de 
covariância e sem restrições. 

R REQM 
(m3/s) 

0,01 64,39 
0,1 64,39 
1 64,39 

10 64,39 
100 64,39 

1000 64,41 
10000 64,56 

aproximação 
inicial 

94,51 

Algoritmo do filtro de Kalman sem 
correção dos ruídos e das 
matrizes de covariância e com 
restrições 

No processo de estimativa e atualiza-
ção dos parâmetros do modelo auto-
regressivo, verificou-se a ocorrência de valo-
res para os parâmetros do modelo que não 
respeitavam os limites apresentados em Box e 
Jenkins (1976) para modelos auto-regressivos 
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de ordem 2. Portanto, adotou-se restrições 
como proposto em Gomes (1995). 

O procedimento foi o mesmo adotado 
no item anterior. Em uma primeira análise, 
procurou-se determinar a relação Q/R que 
produzisse a menor REQM. Para tanto, ado-
tou-se R = 0,01 e aplicou-se o algoritmo do 
Filtro de Kalman para diferentes valores de 
Q/R. A Tabela 12 apresenta os valores de 
REQM para R = 0,01 e para diferentes valores 
de Q/R. O menor valor de REQM foi obtido 
novamente para Q/R = 0. 

A partir da definição da melhor relação 
Q/R, pesquisou-se o valor de R que produzis-
se a menor REQM. A Tabela 13 apresenta os 
valores de REQM para relação Q/R = 0 e para 
diferentes valores de R. O menor valor de 
REQM foi obtido para R = 10. 

Tabela 12. Valores de REQM para R = 0,01 e 
diferentes relações Q/R. Filtro de Kalman sem 
correção dos ruídos e das matrizes de 
covariância e com restrições. 

Relação 
Q/R 

REQM 
(m3/s) 

0 64,27 
0,01 88,97 
0,1 87,95 
1 86,36 

10 86,22 
100 86,20 

aproximação 
inicial 

94,51 

Tabela 13. Valores de REQM para Q/R = 0 
e diferentes valores de R. Filtro de Kalman 
sem correção dos ruídos e das matrizes de 
covariância e com restrições. 

R REQM 
(m3/s) 

0,01 64,27 
0,1 64,27 
1 64,27 

10 64,27 
100 64,27 

1000 64,34 
10000 64,56 

aproximação 
inicial 

94,51 
 

Comparando-se os valores de REQM 
apresentados nas Tabelas 10 a 13, verifica-se 
que a adoção das restrições melhoraram o 
desempenho do modelo, principalmente quan-
do se analisam os resultados obtidos para 
relações de Q/R ≠ 0. Novamente, para a rela-
ção Q/R = 0, o valor de REQM não se mostrou 
muito sensível a variações de R. 

Algoritmo do filtro de Kalman com 
correção dos ruídos e das 
matrizes de covariância e com 
restrições 

O algoritmo do Filtro de Kalman com 
correção dos ruídos e das matrizes de covari-
ância, Tabela 2, estabelece a correção dos 
ruídos w e v e das matrizes de covariância Q e 
R em tempo real. Como aproximação inicial da 
matriz de covariância dos erros de estimativa 
P, adotou-se a matriz identidade. Adicional-
mente, introduziu-se as restrições aos 
parâmetros do modelo auto-regressivo de or-
dem 2, respeitando os limites estabelecidos 
em Box e Jenkins (1976). 

Os valores de vazão e a aproximação 
inicial dos parâmetros do modelo auto-
regressivo foram os mesmos adotados anteri-
ormente. O cálculo da REQM, como 
anteriormente, foi feito considerando-se os 
eventos de 11 a 15. O valor de REQM obtido 
na aplicação do algoritmo do Filtro de Kalman 
com correção dos ruídos e das matrizes de 
covariância e com restrições resultou em 
49,83 m3/s. Portanto, o desempenho do mode-
lo foi superior aos algoritmos anteriores. O 
ganho em relação à aproximação inicial foi 
significativo, reduzindo a REQM de 94,51 m3/s 
para 49,83 m3/s. 

A Tabela 14 apresenta os valores dos 
ruídos w e v e das matrizes de covariância Q e 
R ao final de cada evento. Os valores dos ruí-
dos w e v convergiram para valores 
relativamente altos quando comparados à or-
dem de grandeza dos parâmetros do modelo 
auto-regressivo. Destaca-se que as matrizes 
de covariância Q e R convergiram para valo-
res que confirmam a relação Q/R = 0 
verificada nos algoritmos anteriores. 
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Tabela 14. Valores dos ruídos w e v e das matrizes de covariância Q e R ao final de cada evento. 
Filtro de Kalman com correção dos ruídos e das matrizes de covariância e com restrições. 

Evento w Q v R 

1 -0,12 4,4 12,0 -0,3 x 104 
2 0,18 3,8 14,0 -2,1 x 104 
3 0,37 3,6 7,9 -6,0 x 104 
4 0,39 2,4 7,4 -6,0 x 104 
5 0,39 2,4 4,4 -4,6 x 104 
6 0,39 1,9 3,1 -3,8 x 104 
7 0,38 1,8 2,4 -4,1 x 104 
8 0,38 1,5 1,2 -4,1 x 104 
9 0,39 1,4 -0,5 -4,0 x 104 

10 0,39 1,4 -0,7 -3,7 x 104 
11 0,39 1,2 -0,8 -3,1 x 104 
12 0,39 1,1 -1,1 -2,9 x 104 
13 0,36 1,0 0,4 -3,0 x 104 
14 0,35 0,9 0,0 -2,8 x 104 
15 0,38 0,8 -1,3 -7,1 x 104 

 
Comparação dos hidrogramas 
para a enchente de julho de 1983 

Além da comparação entre os valores 
obtidos para a REQM, aplicando-se os diferen-
tes algoritmos, apresenta-se os hidrogramas 
observado e estimados para a enchente de 
julho de 1983, a maior cheia já registrada na 
bacia do rio Jangada. A Figura 3 apresenta os 
hidrogramas observado e estimados utilizando 
um modelo auto-regressivo de ordem 2 e o 
Filtro de Kalman. 

Os hidrogramas estimados para a en-
chente de 1983, apresentados na Figura 3, 
foram obtidos considerando-se três modelos 
distintos: 

a. Modelo AR1: vazões estimadas pela 
aproximação inicial do modelo auto-
regressivo, apresentada na Equa-
ção (15); 

b. Modelo AR2: vazões estimadas pelo 
modelo auto-regressivo atualizado pelo 
Filtro de Kalman sem correção dos ruí-
dos w e v e das matrizes de 
covariância Q e R e com restrições. 
Adotou-se os valores de Q/R = 0 e 
R = 0,01; 

c. Modelo AR3: vazões estimadas pelo 
modelo auto-regressivo atualizado pelo 
algoritmo do Filtro de Kalman com cor-

reção dos ruídos w e v e das matrizes 
de covariância Q e R e com restrições. 

Nota-se, na Figura 3, ao contrário do 
verificado em relação ao uso do hidrograma 
unitário, que a utilização do algoritmo mais 
complexo que corrige os ruídos w e v e as 
suas respectivas matrizes de covariância, me-
lhorou significativamente o desempenho do 
modelo AR3 em relação ao modelo AR1, que 
representa a aproximação inicial. 

Novamente, é importante destacar que 
a qualidade dos resultados é também função 
das limitações do modelo hidrológico adotado 
para a estimativa das vazões. A estrutura dos 
modelos auto-regressivos tende a produzir 
atraso do pico dos hidrogramas. 

CONCLUSÕES 

O algoritmo do Filtro de Kalman foi a-
plicado, no contexto deste artigo, com o 
objetivo de avaliar sua utilização na obtenção 
de modelos cujos parâmetros possam ser 
reavaliados à medida em que uma nova 
informação hidrológica seja obtida. A adoção 
do Filtro de Kalman permitiu a construção de 
modelos com correção e atualização dos pa-
râmetros em tempo real. 

No caso da obtenção e atualização das 
ordenadas do hidrograma unitário, a aplicação 
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Figura 3. Cheia de julho de 1983. Comparação dos hidrogramas observado e 
estimados utilizando-se um modelo auto-regressivo de ordem 2 (modelos AR1, AR2 e AR3). 

do Filtro de Kalman sem a correção dos ruídos 
e das matrizes de covariância e sem restrições 
melhorou o desempenho do modelo para uma 
ampla faixa de relação Q/R. Os melhores re-
sultados obtidos foram para relação Q/R = 0. 

A adoção de restrições aos valores das 
ordenadas não melhorou o desempenho do 
modelo, mas garantiu a manutenção do volu-
me unitário e valores não negativos das 
ordenadas do hidrograma unitário, de acordo 
com os conceitos básicos relativos à teoria do 
hidrograma unitário. 

A aplicação do Filtro de Kalman com a 
correção dos ruídos e das matrizes de covari-
ância e com restrições não melhorou o 
desempenho do modelo. 

No caso da obtenção e atualização dos 
parâmetros do modelo auto-regressivo, os 
resultados obtidos pela aplicação do Filtro de 
Kalman sem a correção dos ruídos e das ma-
trizes de covariância e sem restrições 
apresentou melhores resultados somente para 
a relação Q/R = 0. 

A adoção de restrições permitiu a me-
lhoria do modelo para uma ampla faixa da 
relação Q/R. Portanto, para o modelo auto-
regressivo de ordem 2, é recomendável a utili-
zação de restrições para garantir a 
convergência dos parâmetros do modelo den-
tro dos limites apresentados em Box e Jenkins 
(1976). 

A aplicação do Filtro de Kalman com a 
correção dos ruídos e das matrizes de covari-
ância e com restrições melhorou 
significativamente o desempenho do modelo. 

Destaca-se a flexibilidade que o Filtro 
de Kalman proporciona na representação de 
modelos, através do conceito de modelos di-
nâmicos de estado. 
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Estimation of Hydrological Models 
Parameters Using Kalman Filter 

ABSTRACT 

The filtering algorithm, Kalman Filter 
was used in real-time estimation and correc-
tion of classical hydrological models 
parameters. The Unit Hydrograph and Autore-
gressive Model were applied to Jangada river 
basin, with a drainage area of 1050 km2. Two 
different algorithms of Kalman Filter were de-
scribed in a crescent level of generality. The 
results showed it is necessary to impose re-
strictions to the values of the models 
parameters to guarantee the convergence to 
acceptable values according to theory of the 
hydrological models used here. It concludes 
that Kalman Filter is useful to formulate hydro-
logical models with real-time correction of the 
models parameters. 


