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RESUMO 
 

Este trabalho tem o objetivo de apresentar uma comparação entre três técnicas de análise de dados vetoriais que uti-

lizam como base a Transformada de Hilbert-Huang (HHT) e as técnicas tradicionais para caracterização da direcionalida-

de do estado de mar baseadas na análise espectral de Fourier, quando aplicadas ao estudo de ondas geradas por vento. Apre-

sentam-se exemplos de séries sintéticas da velocidade orbital horizontal, destacando processos não lineares e não estacionários, 

bem como a representação de cada processo através de análises espectrais. Como ilustração da potencialidade dos métodos 

HHT, efetuam-se análises de séries temporais de velocidades medidas na segunda campanha de campo desenvolvida no 

âmbito do projeto BRISA (“BReaking waves and Induced SAnd transport”), na Costa da Caparica, Portugal. 

 

Palavras Chave: análise de dados vetoriais; espectro direcional de Fourier; transformada de Hilbert-Huang; interação não 

linear onda-onda. 

 

INTRODUÇÃO 
 
 

A percepção da influência do ângulo de a-
taque das ondas sobre a dinâmica da zona de arre-
bentação remonta aos primeiros estudos de enge-
nharia costeira. Empiricamente avaliava-se o trans-
porte longitudinal ou a velocidade da corrente lito-
rânea como uma função do ângulo de arrebentação. 
Coube a Longuet-Higgins a introdução do conceito 
de tensão de radiação, que permitiu explicitar teori-
camente a expressão matemática da influência do 
ângulo de incidência das ondas na formação da 
corrente longitudinal. 

As técnicas para medir com precisão o ângu-
lo de incidência ou de propagação das ondas, no 
entanto, demoraram a ser aprimorados. Observa-
ções visuais ou com auxílio de instrumentos óticos, a 
partir de um ponto mais elevado em relação à praia, 
sofriam de várias limitações: a precisão do equipa-
mento (e do olho humano), a impossibilidade de 
operação noturna, a reduzida faixa de variação do 
ângulo das ondas ao chegar em águas rasas, entre 
outras. Vários equipamentos foram então desenvol-
vidos com a capacidade de caracterizar o espectro 

direcional de energia das ondas: bóia folha de trevo 
(cloverleaf buoy)(New Scientist, 1965, p.267; Mitsuya-
su et al., 1975), arranjos (arrays) de 4 ou mais senso-

res de elevação (Panicker e Borgman, 1970), DPG — 
Differential Pressure Gauge (Bodge, 1982), bóias mu-

nidas de acelerômetros, tipo Waverider, correntô-
metros eletromagnéticos associados a sensores de 
pressão, e, mais recentemente, os instrumentos a-
cústicos, tipo PUV ou ADCP, que medem a pressão e 
duas componentes de velocidade horizontal (onda e 
corrente). Todos esses equipamentos são “pontuais”, 
fornecem uma série temporal de parâmetros carac-
terísticos do estado de mar e, através de correlações 
espectrais, calcula-se a distribuição direcional da 
energia a partir de hipóteses sobre a expressão ma-
temática de tal distribuição. A utilização de radares 
costeiros é sem dúvida a ferramenta mais nova e, ao 
mesmo tempo, a única capaz de caracterizar espaci-
almente o estado de mar e até mesmo quantificar 
uma corrente subjacente. Esta nova geração de e-
quipamentos, ao contrário, baseia-se na correlação 
espacial das medições de elevação da superfície livre 
e certamente exigirão uma nova forma de apropria-
ção das informações a fim de fornecer parâmetros 
de uso para engenharia. 
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Este trabalho enfatizará os equipamentos ti-
po PUV e abordará criticamente a capacidade dessa 
classe de equipamento em caracterizar corretamen-
te a direção de propagação de um estado de mar 
quando da presença de ondas fortemente não linea-
res, multidirecionais e não estacionárias. 

É conhecimento corrente que a ocorrência 
de ondas provenientes de diversas direções e com 
períodos diferentes pode ocasionar situações não 
estacionárias (não ergódicas) que resultam de inte-
rações não lineares entre as diversas componentes 
fundamentais presentes (e.g. Mitsuyasu, 2002). Se 
em segunda ordem na esbeltez da onda aparecem 
grupos de onda forçados, em terceira ordem admi-
tem-se tríades ressonantes, que produzem uma quar-
ta freqüência que não estava presente originalmente 
no estado de mar. Supondo que este trem de ondas, 
complexo, se propagasse ao longo da plataforma 
continental, numa região de profundidades variá-
veis, cada componente fundamental (primeira or-
dem) sofreria refração diferenciada, forçando a for-
mação espacialmente variável de grupos de onda. 
Como o efeito sobre a elevação é pequeno (segunda 
ordem), e possivelmente também sobre a pressão e a 
aceleração vertical, estes grupos teriam manifestação 
restrita, quando muito poderiam ser identificados 
incorretamente como componentes livres de primei-
ra ordem com reduzida amplitude. No entanto, po-
de-se demonstrar teoricamente que a contribuição 
sobre o campo de velocidades orbitais não seria tão 
desprezível. 

O espectro direcional de Fourier pressupõe 
a superposição linear de um número infinito de 
contribuições infinitesimais. Enquanto os harmôni-
cos de uma frequência fundamental podem ser i-
dentificados, o mesmo não acontece com as intera-
ções entre componentes fundamentais num contex-
to direcional. Mais ainda, ao se construir o espectro 
cruzado entre os sinais de velocidade horizontal e de 
pressão, a fim de se caracterizar uma (única) dire-
ção de propagação, é evidente que tal procedimento 
somente pode ser válido para o caso de uma onda, 
de crista longa, que se propague numa única dire-
ção. O campo de velocidades orbitais horizontais, 
resultante da superposição de ondas, com períodos 
e direções diferentes, é um estado de mar caótico. 
Face à impossibilidade de identificação correta do 
sinal através da análise espectral, outros métodos 
devem ser investigados. 

Na Parte 1, Neves et al. (2011) discutiram 
três métodos de análise de séries temporais constitu-
ídas por grandezas escalares. Nesta segunda parte, 
procura-se estender as idéias fundamentais da 

Transformada de Hilbert-Huang (HHT) de modo a 
aplicá-las a séries temporais de dados vetoriais.  

Na seção 2 discutem-se os fundamentos teó-
ricos da interação não linear de ondas que se pro-
pagam em diversas direções, com ênfase para a 
composição de velocidades orbitais resultantes. Na 
seção 3, investigam-se três técnicas de decomposição 
empírica e aplicação da Transformada de Hilbert, 
comparando-se os resultados com a metodologia 
espectral adotada para tratamento de dados por 
instrumento tipo PUV. Tais equipamentos fornecem 
em geral direção principal e período de pico. Na 
seção 4 discute-se a fragilidade do conceito de dire-
ção principal para estados de mar multi-direcionais, 
não estacionários e não lineares. Finalmente, na 
seção 5, as técnicas adaptativas tipo HHT serão apli-
cadas a dados medidos durante uma campanha de 
campo efetuada na Costa da Caparica, Portugal, no 
âmbito do projeto BRISA - “BReaking waves and Indu-

ced SAnd transport”, cujo objetivo é a análise da re-

bentação de ondas e sua influência no transporte de 
sedimentos. Finaliza-se o artigo com a seção das 
conclusões e os comentários motivadores para a 
terceira e última parte desta série de artigos. 
 

FUNDAMENTOS TEÓRICOS 
 

As equações do movimento (1 a 4) em fun-

ção do potencial de velocidade, são escritas como: 
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onde  é a superfície livre, os índices ( )x, ( )y, ( )z e 

( )t representam, respectivamente, as derivadas par-
ciais no espaço x, y, z e no tempo t, h representa a 
profundidade, C é a constante de Bernoulli e g é a 
gravidade. 

Variáveis adimensionais são introduzidas a-
través das transformações 
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onde a=H/2 é a amplitude da onda (metade da 

altura, H) e k=2/L é o número de onda, sendo L o 

comprimento da onda. Reescrevendo as equações 
governantes e condições de contorno nessas variá-
veis e expandindo as condições de contorno na 
superfície livre em torno de z=0, Stokes (1947) pro-
pôs uma expansão em série de potências de um 
parâmetro de perturbação, a esbeltez da onda 

=ka=O(H/L), para obter soluções aproximadas do 

potencial de velocidades (), da superfície livre () 

e da constante de Bernoulli (C). Assim, escreve-se, 
respectivamente, 
 

 )3(3)2(2)1(  (6) 
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Obtém-se então uma hierarquia de equa-

ções diferenciais, ordenadas pela esbeltez da onda, 
cujas três primeiras ordens são mostradas a seguir: 
 
Primeira ordem: 
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Segunda ordem: 
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Terceira ordem: 
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Nas equações (14) e (17), os termos em no-

tação indicial envolvendo xm e xn indicam derivadas 
espaciais em relação às três coordenadas x, y e z. 
 
Superposição de ondas multi-direcionais: 

superfície livre 

 
Numa situação real de agitação marítima, 

existe a presença de inúmeras ondas com diferentes 
amplitudes, períodos e direções. A combinação 
dessas ondas gera padrões extremamente complexos 
e muitas vezes de difícil interpretação. Para exempli-
ficar o aumento da complexidade apresenta-se aqui 

a solução de  para a soma de I ondas de primeira e 

de segunda ordem, com características distintas, 
propagando-se em diferentes direções (equação 23 
comparada com equação 25). As equações (18) a 

(23) representam a soma ou subtração das fases  de 
duas ondas i e j : 
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onde k* designa o vetor número de onda, k* o mó-

dulo deste vetor, * é a frequência angular, * é a 

direção de propagação e  é um valor de fase cons-
tante. Nas equações anteriores os índices i e j indi-

cam as ondas primárias, os termos que apresentam  
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Figura 1 - Velocidades horizontais resultantes da superposição de 3 ondas primárias 

(amplitude, período e direção indicados na Tabela 1). 

 
 

( )± são resultado da interação em segunda ordem 
entre as ondas primárias.  

Em primeira ordem, as soluções para o po-
tencial de velocidades e para a elevação da superfí-
cie livre são dadas pelas expressões, respectivamen-
te, 
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Mesmo quando se considera apenas a super-

posição linear de dois ou três trens de ondas em 
segunda ordem, o campo de velocidades resultante 
já é suficientemente complexo, como se pode obser-
var na Figura 1 que representa a hodógrafa do cam-
po de velocidades horizontais resultante da superpo-
sição das ondas indicadas na Tabela 1. Surgem órbi-
tas e ciclos, ora as velocidades giram num sentido, 
ora em outro, ou seja, forma-se um padrão aparente-
mente caótico. Na hipótese de ocorrer uma quan-
tidade maior de ondas fundamentais, como é o caso 
da ocorrência simultânea de vagas (sea) e ondula-
ções (swell), o padrão torna-se evidentemente caóti-

co, já em primeira ordem. 
 

Tabela 1 - Propriedades das ondas primárias em 14m de 

profundidade (Caso 1). 
 

onda 
amplitude 

(m) 

período 

(s) 

direção 

(°) 

comprimento 

(m) 

A1 1,0 5 0 38 

A2 1,0 8 30 80 

A3 1,0 15 320 168 

 

Tabela 2 - Propriedades da interação aditiva e subtrativa 

(Caso 1). 
 

onda 
amplitude 

(m) 

período 

(s) 

direção 

(°) 

comprimento 

(m) 

A1+A2 0,094 3,1 50 24 

A2+A3 0,228 5,2 57 48 

A3+A1 0,131 3,8 46 29 

A1-A2 -0,051 13 30 71 

A2-A3 -0,173 17 69 136 

A3-A1 -0,106 7,5 43 49 

 
 

Em segunda ordem, a solução para o poten-
cial de velocidades (equação 24) inclui uma parcela 
de auto-interação, semelhante àquela obtida pela 
teoria de Stokes, uma segunda parcela denominada 
de interação aditiva, que se propaga na direção da 

soma dos vetores número de onda somados dois a 
dois, e uma terceira parcela denominada de intera-

ção subtrativa, que se propaga na direção dos vetores 

número de onda subtraídos dois a dois. É interes-
sante observar que as parcelas de interação subtrati-
va e aditiva possuem uma escala de decaimento na 
direção vertical proporcional ao módulo do vetor 
soma (ou subtração), dois a dois, dos vetores núme-
ro de onda das ondas primárias. Isto está exemplifi-
cado na Figura 2, que representa três vetores núme-
ro de onda. Dependendo das diferenças de direção 
e dos módulos desses vetores, percebe-se que o deca-
imento vertical (equação 24) do potencial de velo-
cidades pode ser muito pequeno. Isto significa que, 
mesmo próximo ao fundo, a velocidade de segunda 
ordem pode assumir um valor significativo o sufici-
ente para afetar as tensões no fundo (transporte de 
sedimentos) ou induzir vibrações de estruturas em 
períodos mais longos devido às interações subtrati-
vas. 
 



RBRH – Revista Brasileira de Recursos Hídricos Volume 17 n.2 - Abr/Jun 2012, 157-170 

 161 

 

      



 



 












I

1i

I

ij

ijijij

I

1i

I

ij

ijijij

I

1i
i

i
4
i

i
2
i

(2)

senhzkcoshAsenhzkcoshA

2sen
)hk(senh

)hz(k2cosh
a

8

3
)t,y,x(

    (24) 

 







 




 
































































































I

1i

I

ij
ij

2
j

2
iji

ji

jiji
ij

ijij

I

1i

I

ij

ij
2
j

2
iji

ji

jiji
ij

ijij

I

1i

i
i

i2
i

2
i

I

1i
2
i

22
i2

i

2
i(2)

cos)(
hktanhhktanh

cos

g2

aa
hkcosh

g

A

cos)(
hktanhhktanh

cos

g2

aa
hkcosh

g

A

2cos1
)hksenh(

)hk2cosh(
3

g4

a
)

gk
(

g4

a
)t,y,x(

  (25) 

 

  )hkcosh()hksenh(gk

1
)hktanh()hktanh(

cos

)hksenh(2

gk

)hksenh(2

gk

aaA

ij

2

ijijij

ji
ijji

j

jj

i

ii

jiij





























      (26) 

 

  )hkcosh()hksenh(gk

1
)hktanh()hktanh(

cos

)hksenh(2

gk

)hksenh(2

gk

aaA

ij

2

ijijij

ji
ijji

j

jj

i

ii

jiij





























      (27) 

 
 

 

Figura 2 - Representação dos vetores número de onda 

associados às interações aditivas (A) e subtrativas (B). 

 
 

Figura 3 - Condições de ressonância (Phillips, 1960). 

 
A formação de grupos de onda no caso da 

interação multi-direcional difere bastante do que 
ocorre no caso de ondas unidirecionais. As envoltó-
rias deslocam-se no espaço, nas direções coinciden-
tes com o vetor adição e com o vetor subtração dos 
vetores número de onda das componentes funda-
mentais. Como cada componente fundamental re-
frata-se de maneira diferenciada, a observação em 
pontos isolados, em profundidades distintas, pode 
resultar em características espectrais bem diferentes, 
dificultando correlacionar os respectivos estados de 
mar. 
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Figura 4 - Representação espacial da superfície livre para a interação entre as 3 ondas primárias 

indicadas na Tabela 1. (A) adição linear; (B) segunda ordem. 

 
 

 
 

 

Figura 5 - Séries temporais sintéticas: (A) hodógrafa para superposição linear e não linear; 

(B) representação temporal para superposição não linear. 

 
 

Na equação (25) é possível identificar o sur-
gimento de componentes resultantes da interação 
entre as ondas primárias. Cabe aqui ressaltar que as 
componentes da interação em segunda ordem são 
ondas forçadas, ou seja, não respeitam a respectiva 
relação de dispersão. As frequências das componen-
tes da interação em segunda ordem são iguais à so-
ma ou à diferença das frequências das ondas primá-
rias (equação 20), já os respectivos comprimentos e 
direções de propagação são função do módulo da 
soma ou diferença das duas ondas primárias, ou se-
ja, o comprimento da onda está associado ao ângulo 
de incidência das ondas (equação 19). Portanto, 
uma alteração apenas na direcção das duas ondas de 
primeira ordem altera completamente as compo-
nentes de interação aditiva e subtrativa (Figura 4). 

Em terceira ordem, os termos cúbicos (indi-
cados na equação 17) podem dar origem a condi-
ções ressonantes entre três componentes fundamen-
tais. Tal possibilidade foi proposta originalmente 
por Phillips (1960) buscando explicar a formação de 
trens de ondas com períodos mais longos a partir de 

um estado “caótico” de ondas com períodos mais 
curtos. Este tipo de fenômeno somente pode ser 
explicado ao se considerar a interação de três ondas, 
com períodos e direções de propagação que satisfa-
zem as relações entre si, 
 

 . 0   ,0 43214321  kkkk  (28) 

 
As condições indicadas pela equação (28) 

são satisfeitas, em águas profundas, quando os veto-
res número de onda, representados graficamente na 
Figura 3 como AC, AC’, CB e C’B, posicionam-se nas 
curvas indicadas, que representam o lugar geomé-
trico dos vetores número de onda associados a tría-
de de ondas ressonantes. 
 

Superposição de ondas multi-direcionais: 

velocidade horizontal 

 
Ao investigar o campo de velocidades resul-

tante da superposição das ondas, verifica-se a impor-
tância das parcelas não lineares associadas às parce-

(A) (B)

(A) (B)
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las subtrativa (baixa freqüência) e aditiva (alta fre-
quência). A Figura 5 ilustra estes efeitos.  

Percebe-se como a análise independente das 
componentes horizontais U e V não fornece o mes-
mo padrão complexo que é observado através da 
representação hodógrafa. A Figura 6 mostra como a 
análise espectral separada de cada componente da 
velocidade orbital é incapaz de descrever a comple-
xidade mostrada na Figura 5A. 

Da análise dos espectros de Fourier (Figura 
6) é impossível inferir a não estacionariedade do 
processo ou a direção principal de propagação; 
tampouco pode-se determinar a magnitude e dire-
ção de uma velocidade para projeto. 
 
 

 
 

Figura 6 - Espectro das componentes horizontais 

de velocidade: (A) Velocidade U; (B) Velocidade V. 

 

 

MÉTODOS USUAIS DE ANÁLISE DE DADOS 
 
Análise espectral de Fourier 

 
A análise espectral de Fourier aplicada a da-

dos de equipamentos tipo PUV foi desenvolvida com 
o propósito de estabelecer o espectro direcional 
associado ao estado de mar, a fim de identificar a 
direção de propagação além de outras propriedades 
de período e altura. O cálculo da direção principal 
baseia-se na determinação dos espectros cruzados 
entre cada componente da velocidade horizontal e a 
pressão, de acordo com os estudos teóricos de Lon-
guet-Higgins (e.g. Trageser e Elwany, 1990).  
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onde SXY representa o espectro cruzado (ou auto-
espectro) entre as variáveis X e Y, que podem repre-
sentar a pressão (p), a componente U da velocidade 
horizontal ou a componente V. O espectro direcio-

nal S(,) é definido como 

 

),(D)(S),(S   (30) 

 

onde  é a freqüência angular,  é a direção e a 

função de espalhamento espectral, D(,), é expres-

sa de modo aproximado como 
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A direção média de propagação  é então 
obtida pela relação: 
 

)baarctan()( 11  (32) 

 
Apesar da sua ampla utilização e de ser váli-

da para condições de ondulação, a transformada de 
Fourier tem algumas restrições. Para a representa-
ção de uma série temporal através de uma expansão 
em série de Fourier é necessário que o sistema seja 
linear e estacionário (ergódico). Por ser um método 
que trata das características globais das séries (de-
composição da série em senos e cossenos com fases 
constantes ao longo de toda a série), é impossível 
obter informações relacionadas com a não estacio-
nariedade de um determinado processo. 
 
EMD aplicada a séries bi-dimensionais 

 
No primeiro artigo desta série (Neves et al. 

2011), apresentou-se a formulação clássica da Trans-
formada de Hilbert-Huang, que é aplicável a séries 
temporais de dados escalares com objetivo analisar 
processos não lineares e não estacionários. A HHT 
consiste numa decomposição em modos oscilatórios 
empíricos (EMD — “empirical mode decompositi-
on”) do registro temporal, obtendo um conjunto de 
funções intrínsecas ao sistema (IMF — “intrinsic mo-
de function”), às quais aplica-se a transformada de 
Hilbert. Esta técnica fornece informações sobre as 
frequências e amplitudes instantâneas, de cada IMF, 
ao longo do tempo. O conjunto das frequências e 
amplitudes instantâneas, para todas as IMF, gera o 
espectro de Hilbert, o qual permite identificar pro-
cessos não estacionários e não lineares. 

(A) (B) 
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O processo de peneiramento (sifting) é um 

dos conceitos fundamentais da HHT que, no entan-
to, não pode ser imediatamente estendido a dados 
vetoriais, posto que não faz sentido determinar má-
ximo e mínimo de vetores. Moura (2010) apresenta 
detalhadamente as várias opções de análise de dados 
vetoriais. 

Com a intenção de identificar e separar 
componentes com frequências de rotação positivas e 
negativas, Tanaka e Mandic (2006) propuseram a 
decomposição do sinal complexo em dois sinais 
analíticos, um compondo frequências positivas e 
outro frequências negativas, cada qual associada a 
diferentes sentidos de rotação. Inicialmente o mé-
todo segue a mesma idéia do Espectro Rotatório 
(Gonella 1972) onde as velocidades decompostas 
em série de Fourier (equações 33 e 34), anu, bnu, anv , 
bnv são os coeficientes de Fourier de U e V, respecti-
vamente: 
 

 t)nsen(bt)ncos(aU un

n

un u

u

u
  (33) 
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v
   (34) 

 
As velocidades U e V podem ser representa-

das na forma complexa, supondo que a série possa 
ser decomposta em uma soma de componentes com 

frequências angulares positivas + e negativas  -: 

 

 . eueuiVU titi 
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A partir dessa relação dividem-se as compo-

nentes positivas e negativas:  
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onde 1i    

Aplicando a transformada inversa de Fouri-

er em u+ e u- é possível recompor duas séries tem-

porais com as frequências positivas e negativas sepa-
radas. Com as séries recompostas, aplica-se a EMD 
univariada individualmente e, para cada IMF, aplica-
se a transformada de Hilbert. 

A possibilidade de identificar os sentidos de 
rotação de diferentes frequências ao longo do tem-

po é uma grande ferramenta para analisar vários 
fenômenos físicos, como por exemplo correntes 
oceânicas, vórtices, ondas de plataforma, ondas in-
ternas, entre outras, que sofrem influência da rota-
ção da Terra. Tal fato porém não ocorre com as 
ondas curtas geradas por vento, pois sua dinâmica 
não é afetada pelo efeito de Coriolis. Se houver 
apenas uma onda se propagando, as velocidades 
horizontais U e V estarão em fase. Os padrões que 
surgem da interação de diferentes ondas variam de 
acordo com as características das ondas incidentes. 
Mesmo em situações onde ocorre a formação de 
elipses, por exemplo em grupo de ondas, ao longo 
do tempo os sentidos de rotação se alternam (Figura 
7). Sendo assim, para esse caso, identificar sentidos 
de rotação não propicia obter informações direcio-
nais. Por esse motivo essa técnica não será aplicada 
aos casos investigados nesse trabalho. 
 
 

 
 

Figura 7 - Série temporal das velocidade U e V para a 

superposição linear de duas ondas do caso 2 (Tabela 3), 

com períodos de 10,2 e 10,6 s. Em azul, sentido de 

rotações anti-horário e, em vermelho, sentido horário. 

 
 

Rilling et al. (2007) propuseram um método 
adaptativo baseado na idéia de separar uma série de 
dados complexa em rotações mais rápidas e mais 
lentas. O método consiste em projetar o sinal bidi-
mensional (U,V) em diferentes direções (Uj,Vj) 
(Figura 8) e, separadamente em cada projeção, 
aplicar a EMD tradicional. Somando as envoltórias 
geradas pela interpolação spline, forma-se uma en-
voltória tridimensional, onde a linha central é uma 
IMF a qual possui parte real e imaginária, como no 
exemplo da Figura 8B.  

Como o método é aplicado a uma série de 
dados complexa os modos empíricos possuem carac-
terística relacionadas às duas componentes vetoriais, 
proporcionando uma análise acoplada do sinal.   
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EMD aplicada a séries tri-dimensionais 
 

Mais recentemente o conceito da projeção 
de um sinal complexo em diferentes planos foi ex-
pandido para séries vetoriais com três dimensões, 
onde os valores da média local e as envoltórias são 
obtidos através da projeção do sinal em três direções 
ortogonais (Rehman e Mandic, 2010).  
 

 

 

Figura 8 - (A) Decomposição do vetor em diferentes 

orientações (Uj,Vj). (B) Envoltória tridimensional 

(Riling et al. 2007). 

 
 

O processo de peneiramento, denominado 
neste trabalho como EMDtri, é feito em quatro di-
mensões, constituindo um quatérnio. O conceito de 
quatérnio foi desenvolvido por Hamilton, de modo 
a estender a um espaço de quatro dimensões a es-
trutura algébrica de um corpo (como o dos reais e o 
dos números complexos), porém não comutativo. 
Assim, se dois quatérnios p e q são representados 
por 
 

 kqjqiqqq  ekpjpippp 43214321 
 (38)

 

 
seu produto será dado pela expressão: 
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 (39)
 

 
onde i , j e k correspondem aos quatérnios, tais que 
i2 = j2 = k2 = -1 e ij = -ji. O resultado são IMFs com 
quatro dimensões (três espaciais e uma temporal), 
ou “IMF quatérnio pura”.  

Como os aparelhos tipo PUV assimilam um 
sinal com três componentes ao longo do tempo e 
como se sabe que a ocorrência de ondas de gravida-
de multi-direcionais provoca padrões aparentemen-
te caóticos tanto nas velocidades como na pressão 
(elevação), torna-se interessante utilizar a EMDtri 
para analisar aquelas três grandezas de forma aco-
plada.  

Na seção seguinte serão apresentados e-
xemplos da aplicação da HHT para séries temporais 
sintéticas de elevação e velocidades horizontais U e 
V através da utilização da EMDtri. 
 
 

APLICAÇÃO A DADOS SINTÉTICOS 
 
 

Nesta seção são propostos dois casos gera-
dos através de um algorítmo desenvolvido para cal-
cular a superposição não linear de três ondas em 
segunda ordem, com as respectivas interações onda-
onda. O primeiro baseia-se nas condições indicadas 
na Tabela 1; o segundo caso utiliza as condições 
apresentadas nas Tabelas 3 e 4. 
 

Tabela 3 - Propriedades das ondas primárias em 10m de 

profundidade (Caso 2). 
 

onda 
amplitude 

(m) 

período 

(s) 

direção 

(°) 

comprimento 

(m) 

A1 1,0 10 0 92,4 

A2 1,0 10,2 30 94,5 

A3 1,0 10,6 320 98,7 

 

Tabela 4 - Propriedades da interação aditiva e subtrativa 

(Caso 2). 
 

onda 
amplitude 

(m) 

período 

(s) 

direção 

(°) 

comprimento 

(m) 

A1+A2 -0,345 5,05 14,83 48,4 

A2+A3 -0,215 5,20 -4,13 58,9 

A3+A1 -0,163 5,15 -19,31 50,8 

A1-A2 0,0301 510 -72,58 180,3 

A2-A3 0,0251 270,3 83,22 84,1 

A3-A1 0,0011 176,67 64,81 138,9 

 
Estes dois casos demonstram duas situações 

distintas. No primeiro caso, o conjunto de ondas 
apresenta relativa diferença entre frequências, sen-
do assim uma situação menos propícia â formação 
de grupos. Outra característica é que as ondas de 
interação subtrativa não possuem períodos muito 
longos (Tabela 2). No segundo caso, o conjunto de 

(A) (B) 
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ondas possui uma diferença de período muito me-
nor, sendo assim uma situação propícia à formação 
de grupos de ondas, ocorrendo também ondas de 
longo período como resultado das interações sub-
trativas (Tabela 4). 

A partir desses dois casos, é possível destacar 
diferentes características do método HHT, em espe-
cial da decomposição empírica (EMD), como por 
exemplo, o comportamento dos modos empíricos 
extraídos de uma série temporal com ou sem a pre-
sença de grupos de onda.  

Observando o espectro de Hilbert para as 
IMFs do primeiro caso (Figura 10), nota-se que as 
três ondas primárias estão bem representadas tanto 
no espectro da elevação como nos espectros das 
velocidades U e V. No caso da velocidade U, ainda é 
possível identificar na IMF com frequência próxima 
a 0,12Hz (8 s) uma modulação na amplitude do 
sinal, o que realmente é bem marcado no registro 
de velocidade U (Figura 9). Essa característica indi-
ca que a IMF é composta não apenas pela onda pri-
mária de 8s mas também por outras ondas. No es-
pectro de Hilbert para as IMFs da velocidade V ob-
serva-se que não existe uma componente marcante 
na frequência da onda primária de 5 s, o que se deve 
ao fato dela obter apenas componente de velocida-
de U. 

Analisando o espectro direcional para este 
caso observa-se que as três ondas não ficam clara-
mente representadas (Figura 11), sendo a direção 
principal calculada pelo equipamento igual a 358º.  
A Figura 12A mostra a coerência do sinal extraído 
através da EMDtri, onde cada IMF representa signi-
ficativamente cada uma das três ondas primárias. 
Pode-se observar que, apenas observando a resposta 
da EMDtri para as velocidades horizontais, é possível 
identificar as direções de propação das ondas em 
primeira ordem.  
 

 
 

Figura 9 - Caso 1: Séries temporais de elevação, 

de velocidade U e de velocidade V. 

 
 

Figura 10 - Caso 1: Espectro de Hilbert para as IMFs de: 

(A) elevação; (B) velocidade U; e (C) velocidade V. 

 

 
 

Figura 11 - Caso 1: Espectro de direcional. 

 

 
Figura 12 - Caso 1: IMFs correspondentes às frequências 

das três ondas primárias e respectivos espectros 

direcionais. (A) hodógrafa das velocidades horizontais. 

(B) Espectros direcionais das IMFs. 

 

(A) 

(B) (A) 

(B) 

(C) 
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Outra abordagem interresante é aplicar a 
análise direcional de Fourier sobre as IMFs em sepa-
rado. A Figura 12B reforça a idéia de que a EMDtri 
seja capaz de extrair corretamente as diferentes 
componentes, tanto a elevação como as velocidades 
horizontais. Através desses espectros direcionais em 
separado é possível uma melhor identificação das 
ondas e suas respectivas direções de propagação. 
Para cada espectro obteve-se uma direção principal, 
respectivamente 0º, 25º e 322º, representando a 
direção principal de cada IMF. 

Para o segundo caso, a resposta da EMD é 
diferente. Devido à proximidade das freqüências 
entre as ondas primárias, o método identifica o gru-
po de ondas, formado por estas, em apenas uma 
IMF. Esse resultado pode ser observado através do 
espectro de Hilbert das IMFs na Figura 14. Para este 
caso, a IMF com frequência próxima a 0,1 Hz repre-
senta a resposta do grupo de ondas na elevação, U e 
V, respectivamente. Através da variação de cor nos 
espectros, detecta-se a não estacionariedade na am-
plitude do sinal e seus diferentes padrões temporais, 
especialmente em V. 

Existe também uma componente com signi-
ficativa amplitude próximo à frequência de 0,2 Hz. 
Tal componente pode ser associada às auto-
interações e interações aditivas das três ondas pri-
márias, pois todas possuem períodos próximos (Ta-
bela 4). 
 

 
 

Figura 13 - Séries temporais de elevação, de velocidade 

U e de velocidade V. 

 
 

Além da identificação dos grupos de onda, 
através da EMDtri é possível identificar as diferentes 
ondas longas formadas da interação subtrativa, co-
mo se observa na Figura 15, onde é apresentada u-
ma comparação entre as IMFs e as componentes de 
interação subtrativa. Tanto para elevação, como pa-

ra as velocidades U e V, as componentes são apre-
sentadas de forma crescente em relação ao seu perí-
odo. Com exceção da segunda IMF apresentada na 
Figura 15A, onde além de ocorrer defasagem pró-
xima a 90º entre a componente de interação (na 
figura essa componente está amplificada em 10 ve-
zes seu valor) e a IMF. Esta última ainda superestima 
a amplitude do sinal. 
 
 

 
 

Figura 14 - Espectro de Hilbert para as IMFs de: 

(A) elevação; (B) velocidade U; e (C) velocidade V. 

 

 

APLICAÇÃO A DADOS DE PUV 
OBTIDOS NA COSTA DA CAPARICA 
 
 

Para exemplificar a aplicação da HHT para 
análise de séries temporais de dados vetoriais, utili-
zaram-se as medições obtidas na segunda campanha 
de campo efetuada na Costa da Caparica, próximo 
da cidade de Lisboa, Portugal, no âmbito do Projeto 
BRISA (Fortes et al. 2010). Esta campanha, de 11 a 
15 de maio de 2010, envolveu a coleta de informa-
ções sobre topografia, batimetria, agitação marítima, 
hidrodinâmica e sedimentos da zona em estudo. 

Foi selecionado um registro de 15 minutos 
obtidos de um sensor de pressão do tipo Infinity e 
de um correntômetro eletromagnético, instalados 
em uma das estruturas dispostas ao longo do perfil 
perpendicular à linha de costa (Neves et al. 2011). 
Os dois equipamentos foram sincronizados e a taxa 
de aquisição de dados foi de 10 Hz. Os valores de 
pressão foram transformados em elevação da super-
fície livre supondo uma distribuição hidrostática de 
pressão. O correntômetro foi orientado de forma 
que U e V representassem, respectivamente, as velo-
cidades perpendicular e paralela à linha de costa. 
 

(A)

(B)

(C)
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Figura 15 - Caso 2: Comparação entre as IMFs de longo 

período e as respectivas componentes de interação subtra-

tiva: (A) da elevação; (B) velocidade U; (C) velocidade V. 

 
 

Através da aplicação da EMDtri sobre as sé-
ries temporais de elevação, U e V foi obtido um 
conjunto de 13 IMFs cujo espectro de Hilbert, para 
o conjunto, é apresentado na Figura 16. Apesar das 
IMFs apresentarem variações de frequências, obser-
va-se uma separação, em termos de freqüência, en-
tre as IMFs. 

A comparação entre o resultado da HHT e 
o espectro de Fourier para as três séries temporais 
(Figura 17) mostra que as frequências das IMFs em 
destaque oscilam próximo às frequências mais ener-
géticas no espectro de Fourier (aproximadamente 

0,3 Hz, 0,2 Hz e 0,1 Hz). Uma característica comum 

às três séries é a diminuição da amplitude da varia-
ção da frequência no caso das IMFs com oscilações 
mais longas. 

A IMF que representa frequências próximas 

a 0,1 Hz é a mais energética e sofre pouca alteração 
de frequência ao longo do tempo, no entanto ob-
serva-se que existe grande variação no comporta-
mento da amplitude, indicando a ocorrência de gru-

pos de ondas, comportamento esse que não é possí-
vel de ser analisado através do espectro de Fourier. 

Apesar de, na banda de frequência de ondas 
de gravidade geradas por vento, o espectro de U ser 
consideravelmente mais energético quando compa-
rado ao espectro de V (inferindo que as ondas pos-
suem uma direção de propagação aproximadamente 
perpendicular à linha de costa), o mesmo não ocor-
re com as baixas frequências, onde ambas oscilações 
são da mesma ordem de grandeza. A Figura 18 apre-
senta um conjunto de IMFs de baixa frequência 
para as velocidades U e V e os respectivos resíduos. 
O resíduo negativo da componente V indica  a pre-
sença de uma corrente longitudinal.   
 

 
 

Figura 16 - Espectro de Hilbert para algumas da IMFs 

obtidas da série temporal de (A) elevação, (B) U e (C) V. 

 

 
 

Figura 17 - Espectros de Fourier para: (A) elevação; (B) 

velocidade U; e (C) velocidade V. 

 

 

Na terceira e última parte deste conjunto de 
comunicações será apresentada uma análise apro-
fundada dos dados de PUV coletados durante a 
campanha do projeto BRISA. Além da ocorrência de 
grupos de ondas e seu efeitos na morfodinâmica, é 
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proposta também uma análise de ondas de infra-gra-
vidade através da aplicação da HHT para diferentes 
PUVs ditribuídos ao longo do perfil da praia onde 
foram feitas as coletas. Esse trabalho investigará 
possíveis correlações entre as IMFs de longo período 
que ocorrem nos diferentes sensores.  
 

 

 
 

Figura 18 - (A) e (B) comparação entre IMFs, 

(C) comparação entre os resíduos. Azul componentes 

de U e em vermelho componentes de V. 

 
 

CONCLUSÕES 
 

 

O trabalho apresenta uma breve revisão so-
bre os aspectos teóricos do campo de velocidades 
resultante da interação não linear, multi-direcional 
de ondas de gravidade. A seguir, discute os métodos 
atuais de análise de velocidades, que em geral são 
utilizados para caracterizar a direção de propagação 
das ondas. O método de Fourier apresenta, porém, 
a inconveniência de de caracterizar apenas uma 
direção quando existe um campo multi-direcional, 
bem como é incapaz de identificar grupos de onda 
resultantes da interação onda-onda. Por este motivo, 
investigam-se outras técnicas adaptivas de análise, 
especialmente a Transformada de Hilbert-Huang 
(HHT), devidamente modificada para dados vetori-
ais. 

Através de testes com dados sintéticos, em 
que se procurou reproduzir situações propícias e 
não propícias à formação de grupos de onda, res-
pectivamente pequena e grande diferença de fre-
qüência entre as componentes, comparam-se os 
resultados da análise de Fourier com aqueles obti-
dos pela HHT. 

Os resultados indicaram que através da de-
composição empírica denominada como EMDtri, 
obtiveram-se IMFs que, isoladamente, correspondi-

am às componentes direcionais do trem de ondas. 
Em situações quando a diferença entre as freqüên-
cias fosse pequena, embora houvesse grande varia-
ção de direção, o método conseguiu também identi-
ficar os grupos de onda associados às composições 
subtrativas entre as componentes fundamentais. 

Quanto à análise dos dados de PUV obtidos 
na campanha do projeto BRISA, foi evidente que a 
HHT permitiu a caracterização do comportamento 
oscilatório tanto das amplitudes como das frequên-
cias das IMFs.  

Uma análise aprofundada dos dados de 
PUV coletados durante a campanha do projeto BRI-
SA constitui trabalho em desenvolvimento. Além da 
ocorrência de grupos de ondas e seu efeitos na mor-
fodinâmica, pretende-se também uma análise de 
ondas de infra-gravidade através da aplicação da 
HHT para diferentes PUVs ditribuídos ao longo do 
perfil da praia onde foram feitas as coletas. Esse 
trabalho investigará possíveis correlações entre as 
IMFs de longo período que ocorrem nos diferentes 
sensores.  
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Application of Hilbert-Huang Transform for the 
Characterization of Nearshore Hydrodynamics. Part 
2: Vector Quantities 
 
ABSTRACT 
 

This work presents adaptative techniques based on 

the Hilbert-Huang Transform for the analysis of vector 

time series data, and compares them to the traditional 

directional spectrum methods which are usually applied to 

wind waves. Examples of synthetic horizontal orbital veloci-

ties are presented, with emphasis on non linear, non sta-

tionary processes. The methodology was tested with current 

velocity data which were measured during the second cam-

paign of the BRISA project (“BReaking waves and Induced 

SAnd transport”). 

Key-words: vector data analysis; Fourier directional spec-

trum; Hilbert-Huang Transform; non linear wave-wave 

interaction. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


