
INTRODUÇÃO
Uma das principais questões ambientais em países 

menos desenvolvidos é a falta de uma adequada estru-
tura de coleta e tratamento de efluentes domésticos, 
levando a uma deterioração da qualidade da água 
nos corpos d’água, notadamente junto aos grandes 
centros urbanos. Em função de uma necessidade há 
décadas não atendida, reportagens publicadas na 
mídia brasileira estimam que seriam necessários R$ 
180 bilhões de investimento até o ano 2015 (US$ 
81 bilhões, ao câmbio de julho de 2006).

Desde o final do Plano Nacional de Saneamento 
- PLANASA, nos anos 70 do século passado, o Brasil 
ainda não construiu um novo arranjo institucional 
e financeiro para lidar com um problema destas 
dimensões. Alguns projetos de lei têm tramitado no 
Congresso Nacional, nenhum deles com o necessário 
apoio de todos os setores envolvidos. Mais cedo ou 
mais tarde, o tema terá que ser enfrentado. Qualquer 
que seja o arranjo institucional que se obtenha, os 
engenheiros e projetistas voltarão a enfrentar a ques-
tão: obter o melhor arranjo físico regional, sujeito 

a restrições de qualidade da água e, certamente, a 
restrições orçamentárias.

Como será visto a seguir, existe um grande nú-
mero de estudos publicados versando sobre o tema 
da otimização da regionalização do tratamento de 
efluentes e da qualidade da água dos corpos recepto-
res. O objetivo é quase sempre o mesmo: minimizar 
custos e maximizar a melhoria da qualidade da água. 
Os meios, ou sejam, as ações de engenharia variam: 
estações de tratamento locais e/ou regionais, outras 
formas de melhoria da qualidade da água, como 
construção de reservatórios para aumento da vazão 
mínima dos rios, tratamento da água no próprio 
leito do rio etc. Tem-se uma grande diversidade nas 
variáveis consideradas, especialmente nas variáveis 
utilizadas nos modelos de qualidade da água acopla-
dos, e também como essas variáveis são consideradas: 
se determinísticas ou estocásticas (vazão dos rios, por 
exemplo). Também deve ser levada em conta a divisão 
dos custos associados a essas intervenções e como se 
considera a questão da eqüidade. Finalmente, tem-
se a miríade de técnicas utilizadas para a otimização 
do sistema.
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HISTÓRICO DOS MODELOS EXISTENTES
Inicialmente, tecemos alguns comentários sobre a 

genealogia dos estudos de otimização aplicados ao ge-
renciamento da qualidade da água. Até onde permitiu 
o levantamento efetuado, os primeiros estudos sobre 
o tema remontam ao final da década de 1950 e início 
dos anos 60. O Programa de Águas de Harvard (Har-
vard Water Program), embora tenha se notabilizado 
por estudos econômicos, de gestão da quantidade de 
água e, em especial, pelo desenvolvimento da hidrolo-
gia estocástica, também desenvolveu estudos na área 
da gestão da qualidade da água, consubstanciados no 
estudo não publicado “Operations Research in Water 
Quality Management”, de 1963. Já após o término 
do Programa de Harvard, Dorfman et al. (1972) 
editaram uma publicação sobre gestão regional da 
qualidade da água. 

Talvez o núcleo inicial mais consistente de 
pesquisadores no tema tenha se formado junto à 
Universidade Cornell, no Estado de Nova York. A 
partir dos trabalhos de A. Charnes, da Universidade 
Northwestern, aplicando a pesquisa operacional à 
produção industrial, Walter R. Lynn desenvolveu 
uma série de trabalhos pioneiros, aplicando métodos 
da pesquisa operacional para otimização de estações 
de tratamento de efluentes. O grupo orientado pelo 
professor Lynn, em Cornell, resultou em uma série 
de discípulos eméritos: Daniel Loucks e Jon Lieb-
man apresentaram seus trabalhos de doutoramento 
no tema em 1965. Charles ReVelle terminou seus 
estudos em 1967, prosseguindo sua notória carreira 
na Universidade Johns Hopkins, onde notabilizou-se 
por empregar modelos de otimização na solução de 
vários problemas no campo da engenharia civil, ob-
tendo renome mundial na Pesquisa Operacional. O 
professor Liebman também desenvolveu sua carreira 
em Johns Hopkins, indo depois para a Universidade 
de Illinois. O professor Loucks permaneceu em Cor-
nell, desenvolvendo vários trabalhos de otimização 
local ou regional no tratamento de efluentes, levando 
em conta ou não o caráter estocástico das variáveis 
dos modelos e a qualidade da água do corpo receptor. 
Em Johns Hopkins também se destacou o professor J. 
Hugh Ellis e, na Universidade de Illinois, os pesquisa-
dores J. Wayland Eheart e E. Downey Brill, Jr. Livros 
importantes têm saído da lavra desses pesquisadores, 
tais como Loucks et al. (1981), Haith (1982), ReVelle 
et al. (2004), e ReVelle e McGarity (1997). 

Paralelamente, em 1965, o pesquisador alemão 
Rolf Deininger doutorou-se na Universidade Nor-

thwestern, posteriormente desenvolvendo carreira na 
Universidade de Michigan. Sua tese de doutorado 
vem a ser um dos trabalhos pioneiros na utilização 
de métodos de otimização no campo da qualidade da 
água. É de sua edição o livro Models for Environmental 
Pollution Control (1974). 

Também no início da década de 1960, o Colégio 
Manhattan, em Nova York, notabilizou-se por pes-
quisas de qualidade da água, dirigidas por Donald 
J. O’Connor e Dominic M. DiToro. Um de seus 
famosos discípulos, Robert V. Thomann, desenvol-
veu estudos ligando a análise de sistemas à gestão da 
qualidade da água: vide seus livros Thomann (1972) 
e Thomann e Mueller (1987).

O grande pioneiro da economia de recursos 
hídricos aplicada à gestão regional da qualidade da 
água, é sem dúvida, Allen Kneese, por muitos anos 
vinculado ao centro de pesquisas Resources for the Fu-
ture, sediado em Washington. O tema da economia 
de recursos hídricos aplicado à gestão da qualidade 
da água não será abordado na presente revisão.

No Canadá, destaca-se Edward McBean, da 
Universidade de Waterloo, onde orientou Donald H. 
Burn, depois professor da Universidade de Manitoba. 
Barbara Lance, depois de desenvolver seu doutorado 
na Universidade de Illinois, vem agora desenvol-
vendo pesquisas no tema junto à Universidade de 
Manitoba, também no Canadá. A professora Lance 
vem desenvolvendo modelos que consideram o risco 
de violação da qualidade da água e a incerteza nos 
parâmetros e variáveis dos modelos, também levando 
em consideração a sazonalidade das vazões.

Na Europa, podemos destacar os trabalhos 
pioneiros do pesquisador Daniel Tyteca, da Uni-
versidade Católica de Louvain, na Bélgica. Tyteca 
desenvolveu estudos de otimização tanto entre um 
conjunto de estações de tratamento, como entre as 
diversas fases de tratamento dentro de uma estação. 
Os pesquisadores italianos Sergio Rinaldi e Rodolfo 
Soncini-Sessa, em conjunto com Harald Stehfest e 
Hiroyuki Tamura publicaram o clássico Rinaldi et al., 
1979, ligando a modelagem da qualidade da água à 
otimização de sistemas.

Mais recentemente, podemos identificar outros 
pesquisadores que têm se destacado na área de gestão 
regional da qualidade da água: Okitsugu Fujiwara, 
do Instituto Tecnológico da Ásia, na Tailândia; P.P. 
Mujumdar, do Instituto de Ciências da Índia, em 
Bangalore e Maria da Conceição Cunha, da Uni-
versidade de Coimbra, Portugal. Fujiwara estuda 
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o ambiente estocástico dos modelos de otimização 
da qualidade da água, aplicando, entre outros, o 
método das restrições probabilísticas. O professor 
Mujumdar vem desenvolvendo estudos aplicando 
técnicas metaheurísticas e riscos medidos através de 
conjuntos fuzzy. A professora Conceição Cunha vem 
aplicando modelos metaheurísticos para a otimização 
de sistemas regionais de tratamento de efluentes, em 
especial o recozimento simulado.

CLASSIFICAÇÃO DA LITERATURA
Com o intuito de não apenas “olhar as árvores”, 

mas tentar uma visão de conjunto da “floresta” op-
tou-se por apresentar esta revisão caracterizando os 
estudos existentes em dois grandes grupos. Evidente-
mente, toda divisão desse tipo acaba tendo um menor 
ou maior grau de subjetividade. Tem-se também 
uma interpenetração desses grupos e certamente, 
ter-se-á exceções que não se amoldam a essa divisão 
arbitrária. Mesmo assim essa tentativa é válida, para 
tentar se entender o desenvolvimento histórico 
desses modelos de otimização da regionalização da 
qualidade da água.

A caracterização que se está propondo é a se-
guinte:

	 Estações de tratamento de efluentes individu-
ais: alocação ótima de cargas, minimização de 
custos, considerações de eqüidade, sazonali-
dade. Aqui se incluem os primeiros trabalhos 
desenvolvidos no início da década de 1960, 
quando ainda não eram estudadas ETEs re-
gionais;

	 Estações de tratamento de efluentes regio-
nais: locação e macro dimensionamento, 
considerando ou não a dinâmica temporal de 
implantação das instalações. As Tabelas 1 e 2 
apresentam, respectivamente, os estudos con-
sultados sobre otimização de ETEs individuais 
e regionais, em ordem cronológica, com as 
seguintes colunas:

	 Ano da publicação
	 Autor(es) do trabalho
	 Técnica de otimização utilizada
	 Consideração, ou não, da qualidade da água;
	 Consideração ou não, da aleatoriedade das 
variáveis;

	 Consideração ou não do faseamento de im-
plantação das ETEs.

Apenas três de todos os trabalhos citados são 
brevemente descritos: Deininger (1965), pelo pio-
neirismo, Ong (1983), onde se considera a dinâmica 
temporal do aumento de cargas e de implantação de 
ETEs e Cunha et al. (2004), por estar desenvolvendo 
a aplicação de metaheurísticas em modelos regionais 
de melhoria da qualidade da água.

Modelos de otimização para estações  
de tratamento locais
Os primeiros trabalhos sobre gestão da qualidade 

da água que apareceram nos anos 1960, versavam 
basicamente sobre o tema: dada uma série de fontes 
pontuais, qual o grau de eficiência mínimo em cada 
ETE individual, de tal maneira que se minimizem os 
custos de implantação e/ou de operação de tais esta-
ções, respeitando certos padrões de qualidade da água 
no corpo receptor, ou, olhando indiretamente para a 
qualidade da água, limitando as emissões máximas. 

Deininger (1965) desenvolveu um dos primei-
ros modelos de otimização para ETEs individuais, 
baseado em Programação Linear. Dadas n fontes 
de lançamento, o objetivo é determinar a eficiência 
que cada ETE local deve ter, de modo a atender a 
carga limite de DBO a ser lançada em cada seção, a 
um custo de implantação total mínimo. A Função 
Objetivo visa minimizar o custo de implantação das 
ETEs, supondo que o custo varie linearmente com 
o grau de tratamento:

	 Z = c1x1 + c2x2 + ... + cnxn	 (1)

Onde:
Z: valor da Função Objetivo
ci: custo de remoção na ETE i
xi: % de remoção na ETE i
Sujeito a:
(i) O primeiro conjunto de restrições limita as 

cargas remanescentes à carga limite de DBO em 
cada seção;

(ii) O segundo conjunto de restrições diz res-
peito ao limite superior do nível de remoção nas 
estações.

O autor apresenta três abordagens: mesmo grau 
de tratamento para todos os lançamentos, graus 
variáveis de tratamento, restringindo-se a carga lan-
çada, e definição de ETEs regionais, minimizando o 
custo total do sistema. Também é apresentada uma 
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Tabela
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solução por Programação Inteira, com três níveis de 
tratamento para as ETEs.

Modelos de otimização para sistemas regionais
Passamos agora a analisar os trabalhos que tratam 

direta ou indiretamente da questão da otimização do 
número de ETEs, seus respectivos volumes tratados 
e graus de eficiência de remoção, para atender uma 
dada região a um custo mínimo. A qualidade da 
água dos corpos receptores, quando considerada, 
aparece como um conjunto de restrições adicionais. 
Os modelos podem ser estáticos ou dinâmicos, no 
que diz respeito à variação temporal na implantação 
das estações.

Ong (1983) desenvolveu modelos regionais para 
ETEs, estáticos e dinâmicos em relação ao tempo. Os 
modelos consideram como variáveis independentes, 
ou somente a capacidade hidráulica das ETEs, ou a 
capacidade e o nível de tratamento. 

O modelo estático utiliza um algoritmo heurístico 
utilizado pelo autor, denominado RPS (Random 
Polyhedron Search). Na primeira parte o algoritmo 
estabelece um poliedro de NX +1 vértices (sendo 
NX o número de variáveis independentes), locali-
zado dentro da região viável. Partindo de um vetor 
tentativo inicial, o procedimento gera um ponto 
viável, calculando-se o valor da Função Objetivo. 
O mesmo procedimento é repetido por um certo 
número de vezes (maior que NX + 1), escolhendo-se 
então os melhores pontos como vértices do poliedro. 
A segunda fase do modelo é a busca da solução 
ótima, utilizando-se uma modificação do modelo 
de “busca poliédrica flexível”, proposto por Nelder 
e Mead, como citado por Ong (1983). O segundo 
modelo apresentado pelo autor vem a ser um modelo 
dinâmico no tempo para um único subsistema (ETE 
+ interceptores + Estação Elevatória). O modelo de 
expansão dinâmica de capacidade é formulado como 
uma rede acíclica. Cada arco (i,j) desta rede tem um 
custo associado Cij, e é resolvido através de Progra-
mação Dinâmica, pela seguinte equação recursiva 
regressiva, originalmente proposta por Manne, como 
citado por Ong (1983):

	 f(i) = MIN [Cij + f(j)/(1+r)Tj-Ti]	 (2)
	 j=i+1,...,N

onde:
i: N-1, N-2,..., 1,0, com f(N)=0;

Cij: custo da expansão do tratamento e de opera-
ção da expansão;

f(i): custo ótimo de expansão do subsistema, de 
uma capacidade D(Ti) (tempo i) até a capacidade 
D(TN) (tempo N);

r: taxa de desconto.
Para o caso de duas variáveis de decisão, capa-

cidade hidráulica e nível de tratamento, também é 
utilizado o conceito de rede acíclica para se obter a 
rota de menor custo. Neste caso, como há uma se-
gunda variável, o termo Cij, na equação 2, é calculado 
com o apoio de uma segunda equação de recursão 
regressiva:

	 g(k) = MIN [dkm + g(m)/(1+r)(Tm – Tk)	 (3)
	 m=k+1,...,N

onde:
k= N-1, N-2,..., i+1, i, com g(N)=0;
g(k): custo ótimo de expansão de ETE, com ta-

manho (D(Tj)-D(Ti)), do tempo Tk ao tempo TN, 
e tal que seu nível de tratamento seja sempre igual 
ou maior que η(t).

O terceiro modelo apresentado pelo autor conju-
ga os modelos estático e dinâmico, com o objetivo 
de determinar a expansão ótima de um sistema de 
ETEs regionais ao longo de um horizonte de plane-
jamento. O modelo é decomposto em dois níveis: o 
nível inferior, se refere à otimização, via o modelo 
de Programação Dinâmica acima descrito para cada 
subsistema em separado. O nível superior é utilizado 
para coordenar esses subproblemas através do algo-
ritmo RPS de otimização não linear.

O modelo regional dinâmico tem as seguintes 
variáveis:

Xit: quantidade de efluentes a ser tratada na ETE 
i, ao final do t-ésimo período de tempo;

XUit: quantidade máxima de efluentes que pode 
ser tratada na ETE i, ao final do t-ésimo período (de-
vido a restrições físicas e/ou de qualidade da água);

XCit: capacidade bruta de tratamento na ETE i, 
no início do período t, depois de nova capacidade 
adicionada;

Yit, Zit: quantidade de efluentes transportados 
pela i-ésima seção do interceptor (para jusante ou 
montante, respectivamente), ao fim do t-ésimo 
período de tempo;
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YCit e ZCit: capacidade bruta da i-ésima seção 
de interceptor, no início do período t, depois de 
nova capacidade adicionada (jusante e montante, 
respectivamente);

Wit: pode ser igual a Yjt ou Zjt, onde j representa 
a seção de interceptor ligado à i-ésima estação ele-
vatória;

WCit: pode ser igual a YCjt ou ZCjt;
CPit(Yit,Yi,t-1,YCit,YCi,t-1), CPit(Zit,Zi,t-1,ZCit 

ZCi,t-1) : valor presente dos custos de expansão para 
interceptores no período t (jusante e montante, 
respectivamente);

CTit(Xit, Xi,t-1,XCit,XCi,t-1): valor presente do cus-
to de expansão e operação de ETEs no período de 
tempo t;

CPPit(Wit,Wi,t-1,WCitWCi,t-1): valor presente do 
custo de expansão e operação da i-ésima estação de 
bombeamento no período t;

ηit: grau de tratamento requerido na ETE i, no 
período de tempo t; 

ηCit: grau de tratamento a ser provido à ETE 
i, ao final do período de tempo t, depois da nova 
capacidade adicionada entrar em operação;

np: número total de estações de bombeamento;
N: número total de períodos de tempo em que é 

dividido o horizonte de planejamento.
A Função Objetivo é dada por:

(4)

com as seguintes restrições:	

(1) balanço de vazões entre efluentes gerados em 
cada fonte (Xit), quantidade tratada em cada ETE 
(Sit) e vazões nos interceptores (Yit e Zit);

(2) limites máximos para as vazões a serem tra-
tadas nas ETEs;

(3) restrições na capacidade de tratamento das 
ETEs, interceptores e estações de bombeamento, 
quando os custos de não atendimento são infinitos, 
incluindo as relações monotônicas que devem existir 
na mesma variável ao longo do tempo;

(4) restrições de nível de tratamento: mínimo, 
máximo e relações monotônicas;

(5) restrições de qualidade da água.
Poucos trabalhos têm sido desenvolvidos com o 

auxílio das modernas metaheurísticas. Cunha et al. 
(2004) desenvolveram um modelo de Programação 
Inteira, através de otimização por Recozimento 
Simulado, com restrições de qualidade da água cal-
culadas pelo modelo QUAL2E (Brown e Barnwell, 
1987).

Dadas as variáveis:
xij: variável binária: xij = 1, se existir rede ligando 

nó i ao nó j;
xij = 0, caso contrário
yk: variável binária: yk= 1, se existir ETE no 
nó k;
yk = 0, caso contrário
A Função Objetivo do modelo proposto é:

(5)

Sujeito às seguintes restrições:
a) equação da continuidade para os nós com 

fontes de efluentes, possíveis nós intermediários e 
nas ETEs:

b) restrição de que todo o esgoto produzido na 
região seja tratado:

c) restrição de vazão mínima e máxima para os 
coletores, função do diâmetro, declividade e veloci-
dade, calculados pela equação de Manning:
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d) restrição de vazão máxima nas ETEs:
e) restrição {0,1} para coletores e ETEs:
f ) restrição de não-negatividade de vazões nas 

ETEs e nos coletores.
g) restrições de qualidade da água para o oxigênio 

dissolvido, nitrogênio total, fósforo total e nitrogênio 
Kjeldahl:

Onde:
M: num. total de nós:1,...,i,j,...M (inclui nós de 

fontes de efluentes, nós intermediários e nós com 
ETEs);

1,...,n: fontes de efluentes;
n+1,...,m: locais de possíveis nós intermediá-

rios;
m+1,...,: nós para possíveis ETEs;
Lij: extensão de coletor entre os nós i e j;
Qij: vazão no coletor entre os nós i e j;
Ei, Ej: carga hidráulica entre os nós i e j, respec-

tivamente;
Ck: valor presente do custo de instalação, operação 

e manutenção de ETE no nó k;
Cij: valor presente do custo de instalação, operação 

e manutenção de coletor ligando nó i ao nó j;
QTk: vazão a ser tratada na ETE k;
QRi: efluente produzido no nó i;
A Função Objetivo expressa a minimização dos 

custos totais descontados de instalação, operação 
e manutenção para os coletores e as ETEs. A oti-
mização do sistema é feita através de Recozimento 
Simulado. Esta metaheurística inspira-se no pro-
cesso de recozimento: um aumento de temperatura 
proporciona mobilidade às moléculas e, após um 
resfriamento lento, estas moléculas formam uma 
estrutura cristalina. Um resfriamento adequado faz 
com que se chegue a um estado de energia mínima, 
que seria o estado ótimo no caso de aplicação a 
otimização de sistemas. O mecanismo de perturba-
ção utilizado para gerar a configuração candidata é 
de aleatoriamente substituir um dado coletor por 

outro não constante nesta configuração, e também 
escolhido aleatoriamente, desde que ligado à mesma 
fonte de efluentes ou nó intermediário. Cada solução 
candidata é testada no que diz respeito às restrições 
impostas. O modelo de qualidade (QUAL2E) 
verifica as restrições de qualidade da água. Após 
a verificação das restrições, aplica-se o critério de 
Metropolis (Metropolis et al., 1953). O critério 
calcula a probabilidade de substituir a configuração 
atual (S) por uma configuração (S’):

	 	 (6)

onde ΔC = C(S) – C(S’) e θ um parâmetro 
positivo.

O algoritmo de Recozimento Simulado considera 
quatro parâmetros: (i) a elasticidade de aceitação, ou 
seja, a probabilidade de se aceitar uma transição da 
configuração inicial para uma configuração candidata 
cujo custo é superior ao da configuração inicial numa 
dada probabilidade, e que define a temperatura inicial 
do processo; (ii) o número mínimo de iterações em 
uma mesma temperatura, mesmo sem haver melhoria 
na solução; (iii) a taxa de decréscimo da temperatura; 
(iv) o número de decréscimos de temperatura antes 
de se finalizar o algoritmo.

CONCLUSÕES
É enorme a variedade de modelos que estudam 

a otimização da qualidade regional da água de uma 
bacia, desde a definição de seus objetivos, passando 
pela forma como é considerada a qualidade da água, 
a estocasticidade das variáveis e o modelo de otimi-
zação utilizado. Para esse último caso, a tendência 
atual parece ser a utilização de algoritmos metaheu-
rísticos. Quanto aos outros fatores, é preciso haver 
um compromisso entre detalhamento do modelo e 
a sua aplicabilidade, seja quanto à necessidade de 
informações, seja quanto ao intuito que venham a ser 
aplicados em situações reais de planejamento.
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