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RESUMO --- Malhas computacionais sédo largamente utilizadasa parsolucdo numérica de
problemas na area de Recursos Hidricos, principabmem modelos hidrodinamicos e de
transporte de massa aplicados a rios, lagos, edéens e estuarios. Malhas néo estruturadas séo
mais verséteis devido a melhor adaptacdo em geasetmplexas o que traz vantagens em termos
de desempenho computacional, melhor qualidade ld&dso numérica e maior refinamento em
regibes de interesse. Dentre os diversos tipos a@bas ndo estruturadas usadas em métodos
numericos, aquelas compostas por elementos quadrdae triangulares (i.e. malhas mistas) sao
motivos de interesse nos mais diversos campos dkelagem numérica por apresentarem vasta
aplicabilidade em problemas praticos na engenhidigate trabalho foi avaliado o desempenho de
um algoritmo computacional para adaptacédo autoagsdizle malhas ndo estruturadas triangulares
em malhas ndo estruturadas mistas, formada porrifiecbs e triangulos, com o intuito de
aumentar qualidade em termos de ortogonalidadepeesentacdo de dominios complexos. A
estratégia de adaptacdo de malhas ndo estrututaalagulares foi bem sucedida nos quatro
exemplos apresentados neste estudo. As malhasatidaptreduziram o numero de poligonos e
aumentaram a qualidade média do dominio.

ABSTRACT --- Computational grids are widely used for the nuc@risolution in problems
concerning water resources mainly in hydrodynamid enass transport models for rivers, lakes,
reservoirs and estuaries. Unstructured grids aeiblle due to better adaptation in complex
geometries which brings up advantages in terms avhputational performance, quality of
numerical solution and refinement in regions oérast. Among various types of unstructured grids
employed in numerical methods, those composed @adgjateral and triangular elements (i.e.
mixed grids) are interesting in several fields aimerical modeling by presenting broad
applicability in practical engineering. In the peas study we have evaluated performance of an
algorithm for automated transition of the unstruetutriangular grids to that of unstructured mixed
grids. We intend to increase grid’s quality in terof its orthogonality and representation of the
domains. The adaptation strategy of unstructunedidular grids has been successful in the four
examples presented in the study. They have redtmedciumber of polygons and increased the
mean quality over the domain.
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1 - INTRODUCAO

O uso de malhas néo estruturadas para discretizégdominios esta cada vez mais
presente nos métodos numericos aplicados as engenkatrutural (Espinha, 2005), geotécnica
(Hurtado, 2011), oceénica (Cunha & Rosman, 200%nghet. al., 2004) e de recursos hidricos
(Casulli & Walters, 2000; Farias Pereira, 2010).fakilidade de adaptacdo destas malhas em
geometrias complexas, a versatilidade de sua ggaticam diferentes tipos de metodologias (e.g.
meétodo dos elementos finitos, método dos elemat@a®ntorno e método dos volumes finitos) e a
flexibilidade na elaboracdo de refinamentos lo@is dominios de simulacdo s&o importantes
caracteristicas das malhas ndo estruturadas. Deaidisto, malhas n&o estruturadas sé&o
frequentemente requeridas na modelagem hidrodiaémide transporte de massa de sistemas
hidricos (Rosauro, 1982; Cheng et. al., 1993; FFagdo, 2009).

Modelos hidrodindmicos e de transporte de massaméisionais sdo poderosas
ferramentas capazes de representar o escoameiltocéadde poluentes em rios, reservatorios e
lagos. A eficiéncia e a estabilidade destes modestd§o diretamente interligadas com o tipo de
malha adotada no dominio de simulacdo do corpaid’@@asulli & Cattani, 1994). Uma malha nao
estruturada triangular, por exemplo, representapt®mas geometrias (e.g. estreitamento de canais
e enseadas) porém pode ser densa, composta pogramde quantidade de elementos, o que
implica em uma limitacdo no passo de tempo do noodMalhas compostas apenas por
guadrilateros, por sua vez, representam estreitas\ele corpos d’agua, canais e rios sem grandes
consequéncias a densidade da malha. No entanetipstde malha pode apresentar erros na
representacdo do contorno do dominio de simulagdodp grandes elementos sado adotados. Neste
sentido, a ado¢do de malhas n&o estruturadas nf{istasmalhas compostas por elementos
triangulares e quadrilateros) € uma pratica que sendo aplicada para reduzir a densidade da
malha e reduzir erros de difusdo numérica (Chei@a&ulli, 2001; Casulli & Zanolli, 2005).

Durante o processo de geracdo de malhas, um dsgspgse mais demandam tempo é a
criagdo de uma discretizagdo apropriada para ordondie simulagdo. Em uma aplicacdo que
envolve um dominio complexo, usualmente o tempdogaa geracdo da malha € maior que o
tempo usado nas andlises numéricas (Lee & Hobl88)1Por outro lado, o emprego de malhas

adaptativas reduz significativamente o esfor¢co agagonal (Lee, 1998).

Muitos algoritmos vem sendo desenvolvidos com aitmtde aumentar a eficiéncia e
automatizar a geracdo de malhas mistas robust&s.(1998) propde duas aproximacdes mais
efetivas na geracdo de malhas com altas qualidadé&cnica de refinamento ou de particdo

estrutural e a técnica de frente avancada (AFT)téénica de frente avancada consiste na
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discretizacdo do dominio comecando pelo contornoséguida, os nos e os elementos sdo gerados
um a um de acordo com a necessidade do dominiobj&@ive deste trabalho é utilizar uma
estratégia de adaptacdo de malhas triangularesatihasmmistas, ou seja, um determinado dominio
podera ser discretizado com elementos triangularesjrilateros ou com ambos, de acordo com a
estratégia sugerida por Lee (1998), baseada neaede frente avancada (AFT). Alguns exemplos

de malhas serédo apresentados para verificar &mfiai e consisténcia do método.

2 - METODOLOGIA

A metodologia consiste em mesclar dois triangulemkios em um quadrilatero baseando-
se na posicao dos seus veértices e no valor dosasgutos internos (Lee, 1998). Um parametro de
gualidade €, entdo, atribuido a cada face da nialagular. Com base neste parametro de
qualidade, uma das faces da malha triangular éuielecldando origem a um quadrilatero. Este
processo se repetird até quando a qualidade médidades da malha ultrapassar um valor pré-

definido ou quando a malha for totalmente quadniat

Além disso, a estratégia conta com um ajuste daargle a evita formacéo de triangulos
obtusos (i.e. triangulos com angulos internos nesi@ue 90 graus) aproximando-o0s a triangulos
equilateros. Nas sec¢des 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5 estwiths 0s passos desta estratégia de adaptacao de

uma malha nado estruturada triangular em uma mabastruturada mista.

2.1 Malha Triangular

A geracdo da malha triangular é feita pela triaagih de Delaunay (Ruppert, 1995). Dada
uma série de pontos coplanares, a triangulagdcetiibay é uma série de linhas conectando cada
ponto com seus respectivos vizinhos. O resultaaloepresentacdo de um dominio por uma série de
triangulos onde cada ponto no interior de cadadtif pertence a circunferéncia circunscrita pelos

seus veértices (Figura 1).
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Figura 1 —Triangulacdo de Delaunay no plano coniraanferéncias circunscritas. (Fonte: MATLAB UseWManual)

Esta propriedade € muito importante em aplicacede ca ortogonalidade entre os
triangulos da malha influencia significativamentsoéugdo numeérica, como é o caso de modelos de
hidrodindmicos baseados nos métodos dos volumigssfifCasulli & Walters, 2000; Zhang et. al.,
2004; Farias Pereira, 2010).

2.2 Ajuste da malha

Com a conclusdo do processo de triangulacdo poauDay, a qualidade da malha
triangular é aperfeicoada por uma etapa conhecid® @juste da malha. O processo de ajuste da
malha consiste na adequacgdo de triangulos agudobtusos para triangulos proximos aos
equilateros usando um ajuste Laplaciano (FiguradD23juste Laplaciano é um processo iterativo

gue geralmente leva melhorias a qualidade médmaailaa.

Figura 2 — Ajuste laplaciano em tridngulos obtusos.

Nesta etapa, apenas os vertices contidos dentordinio da malha s&o re-posicionados e
re-alinhados para corrigir as distor¢des causaéias fusdes de triangulos. Os vértices no contorno
da malha sdo mantidos. Maiores detalhes sobre steafle malhas podem ser encontrados em
(HANSBO, 1995).
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2.3 Avaliacdo da qualidade das faces

A avaliacdo da qualidade das faces trata-se dalo&e um indicgg para medir o quanto
a face de dois triangulos adjacentes esta propid@mar um novo quadrilatero (Lo, 1989). O
indice p esta diretamente relacionado com a qualidadis quatro triangulos formados pelas

diagonais dos triangulos vizinhos a face analiggdpra 3).
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Figura 3 — Elemento triangular e quadrilatero.

O indice de qualidade para cada trianguédcalculado pela Equacgéo 1. Vale ressaltar que

a Equacao 1 é valida apenas para triangulos ngespalidiano.

5= 23 Met(P,-R,P, - R)
PP, +P,P, + PP,

: 1)

sendoP,P,, P,P;, P,P;. a distancia euclidiana dos vértices do triangulo.

Para o quadrilatero mostrado na Figura 3, os qualares dex correspondem aos quatro

triangulos formados pelos vérticeg”’Pe RP,. Rearranjando os valores dele modo que:
a,za,za,=q,, 2)
A qualidade nas facgké entéo definida como:

— a304
0102 ,

B (3)

Os indices que medem a qualidade da maka podem variar entre 0 e 1.
2.4 Fuséo de triangulos em quadrilatero

O processo de fusdo de triangulos é regido por amddise algébrica e geométrica dos
triangulos da malha. O algoritmo de fuséo classifierarquicamente os triangulos que apresentam
maior predisposicao a fusdo (Figura 4). Isto sigaifjue triangulos com angulos préximos a 90

graus fundirdo com mais facilidade.
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Figura 4 — Qualidade do angulo.
O algoritmo de fuséo consiste na remoc¢édo uma adasaliagonais da malha triangular
(Figura 5) de acordo com o valor do indicéara valores deiguais a 1, implica que a remocao da

face gerara um quadrilatero perfeito (todos os xsgrom 90°).
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Figura 5 — Fundindo triangulos.
O processo de fusdo continuara até que nao exisiais triangulos ou quando o valor
maximo especificado pagatenha sido atingido. Lee (1998) sugere valoresiimma@x def iguais a
0.1.

3 — RESULTADOS

Nesta secdo sdo apresentados quatro exemplosadgigele malha ndo estruturada mista
com o intuito de avaliar a performance do métoappsto. Os elementos caracteristicos usados no
desenvolvimento da malha tratam-se de exemplosexiséentes no pacote computacional
MATLAB. Na Figura 6, diversos estagios do algoriteh® fusdo sdo mostrados para um exemplo

académico de uma malha nao estruturada triangpliaada a um dominio circular.
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Figura 6 — Exemplo 1 da geracao de uma malha migtatir de uma malha triangular.

Apés as primeiras quatro iteracdes, a fusdo detrdtiogulos formam quatro quadrilateros

regulares com angulos internos em torno de 90 gMdasentanto, a partir de um determinado

namero de iteracBes, constata-se que a mesclagetnadgulos passa a gerar quadrilateros
compostos por angulos agudos e obtusos, promovwendaeducdo da qualidade média da malha.
A formacdo de elementos regulares na composicanallaa esta diretamente relacionada com os
indices de qualidade de seus elementos e face®. Sendo assim, a evolucado da qualidade da
malha foi acompanhada através do monitoramento @diandos indices de qualidade em cada
elemento da malha, para cada iteracdo (Figura 7). O valoradé considerado em porcentagem

Neste exemplo foram realizadas 24 iteracdes.
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Figura 7 — Evolucéo da qualidade média da malhacofhde fusdes.

Como ja esperado, a qualidade média da malha cresxeprimeiras iteracdes e, em
seguida, decresce indefinidamente. Isto ocorre ygongas primeiras iteracdes sdo mesclados
agueles triangulos cujo formato aproxima-se dengetids ou quadrados, ou seja, quadrilateros
aproximadamente regulares. As fusdes destes tl@nguaarretam no aumento da qualidade média
da grade. No entanto, apds a quinta fusédo, triasggulares (i.e. aproximadamente equilateros)
comecgam a ser fundidos e ddo origem a quadrilatenmsgeometria irregular. O efeito das fusdes
de triangulos em quadrilateros irregulares é dinetate refletido através da queda da média dos
indices de qualidade dos elementos na grade (FiQui2esta forma, critérios podem ser definidos
para limitar o niamero de fus6es da malha no intlgtetimizar a média dos indices de qualidade de

seus elementos.

Nos exemplos subsequentes sdo adotados doisaxifgara limitar o numero de fusdes
dos triangulos das grades. Os critérios baseiano-$edice de qualidade das faces da grade,no
namero maximo arbitrario de fusdes por grade. Quaatcritério referente ao indice de qualidade
das faces, adotou-se um valor minimopgdg igual a 0,7, ou seja, faces com indice de qualidade
inferior aBni» Sd0 excluidas da grade. O valorglg, foi adotado baseado no valor proposto por
Lee (1998) e adaptado para um valor padrao quaupracha melhor representacdo do dominio de
sistemas aquaticos tais como rios, canais e erse@daegundo critério trata-se de um ndamero
maximo arbitrario de fusdes a partir do qual a igadke da malha ndo apresentara grandes
melhorias caso o algoritmo continue fundindo triflog. E 0 caso quando uma grade é composta
por muitas faces coifh variando entre 0,6 e 0,7. O nUmero maximo adotado base em diversos

experimentos numeéricos no algoritmo de geracaoalbas mistas é de 500 fusdes por grade.
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A seguir sdo apresentadas trés aplicacoes daégstrae adaptacdo de malhas triangulares
em malhas mistas. Nas aplicagcbes discutidas nediallio, foram usadas grades com diferentes
formas, refinamentos e contornos. A primeira aphcatrata-se de uma malha triangular aplicada
em um circulo de 1 unidade de diametro, similaplecacdo anterior. No entanto, a grade adotada
nesta aplicacdo apresenta um gradiente em sualddasias regides proximas do contorno (Figura
8). As segunda e terceira aplicagbes sdo quad@duoslados iguais a 1 unidade e 3 unidades,
respectivamente (Figura 9). Dois diferentes tipesrefinamentos foram utilizados para testar a

eficiéncia do método.
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Figura 8 — Exemplo 2 da malha mista final.

No exemplo 2 percebe-se pouca oscilacdo na quelis&dia da malha nas 100 primeiras
fusdes. Constata-se, no entanto, que a partir delaterminado namero de iteracdes, as fusbes

reduzem a qualidade da malha.
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Figura 9 — Exemplos 3 (a) e 4 (b) da malha misial fi
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Nos exemplos 3 e 4 o numero de iteracdes maximalé@ncado, atingindo um dos
critérios de parada do algoritmo. Percebe-se quenesma forma no exemplo 2, tomando como
base a qualidade média da malha, a fusdo se toridwvél a partir de um determinado nimero de

iteracoes.
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=
[Ea) -
L W W, W WY

Ex i Ex2 E3 E4 El Ex2 E3 Exd

@ Dualidado média m Oualidade minima

CPU Time

3504

300

250

200

1504

1004

50

Ex1 Exz Ex3 Exd Ex i Ex?2 Ex3 Exd

Figura 10 — Caracteristicas da representacdo dremplos em malhas ndo estruturadas triangularestas.

XIX Simpésio Brasileiro de Recursos Hidricos 10



A Figura 10 mostra que com uma reducao no numepmligonos a malha computacional
se torna mais eficiente para a representacdo dogas. No entanto, o tempo de processamento
computacional cresce exponencial com o aumentoamihis da malha. A qualidade média da
malha é uma variavel a ser analisada separadantemi@ora possa parecer que com 0 uso de
malhas mistas ha uma reducéo na qualidade méedialiha, é necessario um estudo de otimizacao

desta variavel para definir o nimero de fusdes gi@mzizar a qualidade da malha.
4 — CONCLUSOES E RECOMENDACOES

A técnica de frente avancada (AFT) utilizada pargesacdo de malhas adaptativas
propostas por Lo (1991) é satisfatoria para osasges do presente trabalho. As malhas adaptativas
mostraram-se eficientes, reduzindo o niumero degg@utis e aumentando a qualidade média do
dominio ao qual foram submetidas para um numeraodtie iteracbes para fusdo. A qualidade
média da malha apresentou pequenas oscilacdesidanema que eram realizadas as fusfes até que
decresciam indefinidamente ao longo das iteragé@socorre pelo fato de que a malha atinge um
ponto 6timo de eficiéncia ao gerar quadrilateras tma qualidade. A partir desse ponto, a fusédo
comeca a reduzir a qualidade média da malha gequnaltrilateros de baixa qualidade e reduzindo
a qualidade total da malha. Uma recomendacao pauienizar este problema seria uma possivel
otimizacdo mono-objetivo da qualidade média da eaha aplicacdo de malhas mistas para

representar dominios reais.
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