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SIMULACAO NUMERICA DE ONDAS HIPERBOLICAS CONTINUAS E
DESCONTINUAS EM HIDRAULICA
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Resumo — Foram desenvolvidos cddigos livres para resolucdo das equagdes de Saint-Venant e da
equacdo diferencial ordinaria que representa a conservacdo de massa para 0 escoamento em um
reservatorio, utilizando-se os metodos numéricos de Lax-Friedrichs, MacCormack e Runge-Kutta
de quinta ordem. Os cddigos possibilitaram avaliar problemas com solucdes suaves e solucdes
descontinuas. No primeiro caso, estudou-se a propagagdo de ondas de cheia em canais e bacias de
detencdo, tendo sido obtidos resultados fisicamente consistentes e excelentes concordancias entre
os resultados calculados com os diferentes esquemas numéricos. Os problemas com solucdes
fracas, que envolvem a ruptura de barragem e formacdo de ressalto hidraulico em um canal
triangular, corresponderam bem as solugdes conhecidas para casos mais simples.

Abstract — This work presents free codes developed to solve the Saint-Venant equations and the
ordinary differential equation for the mass conservation of flows in reservoirs, using three
numerical methods: Lax-Friedrichs, MacCormack and fifth-order Runge-Kutta. These codes
allowed to assess two kind of problems, with smooth and with discontinuous solutions. In the first
case, we studied the propagation of flood waves in channels and detention basins, obtaining
physically consistent results, which present excellent concordance with results calculated using
different numerical schemes. The problems with weak solutions, which involve the dam break and
the hydraulic jump in a channel with triangular cross section, corresponded well to known solutions
for simpler cases.

Palavras-Chave — Equacdes de Saint-Venant, estruturas hidraulicas, ondas.

INTRODUCAO E OBJETIVOS

A turbuléncia é necessariamente tridimensional e varidvel. Sendo assim, quando ha a
intencdo de simular escoamentos turbulentos com as equacdes de Navier-Stokes, deve-se utiliza-las
sem quaisquer restricGes. Para que tal uso seja legitimo a malha computacional deve ser
suficientemente refinada a fim de capturar as menores escalas do escoamento turbulento. Isto so é
possivel para numeros de Reynolds baixos, condicdo que pode ser verificada aproximadamente
com os resultados da teoria de Kolmogorov, que permite escrever o numero de graus de liberdade
de um problema 3D como sendo proporcional ao nimero de Reynolds (Re) elevado a 9/4. Se for

considerado um valor tipico, Re=10°, por exemplo, a malha computacional deve possuir
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aproximadamente 10'!' elementos, tornando a simulacdo impraticAvel com 0s recursos
computacionais modernos.

Como alternativa para a dificuldade descrita, utiliza-se os modelos de turbuléncia. Entretanto,
para problemas com grandes escalas e que exigem solucbes rapidas, tal solucdo pode ser
dispendiosa. Este trabalho tem como objetivo explorar o nivel seguinte, que consiste na solucdo de
equacdes diferenciais parciais (EDPs) hiperbdlicas. Inclui-se nos objetivos o desenvolvimento de
codigos livres para resolucdo das equacgdes de Saint-Venant, a simulacdo de propagacdo de ondas
de cheia em um canal e uma bacia de detencdo, a simulacdo da ruptura de uma barragem e a

simulacédo da formacéo de um ressalto hidraulico em um canal triangular.

EQUAGCOES DE SAINT-VENANT
Conservacao de massa

A equacéo de conservacao de massa em sua forma integral euleriana é:

%J‘I pdg+§p\7-ﬁd3=o, oy
Q S

em que t = tempo, p = massa especifica, Q = volume de controle envolvido por Se V é o campo de
velocidades.

Selecionando um volume de controle em um canal, se forem empregadas as hipoteses de
escoamento unidimensional e incompressivel, se ndo houver injecdo ou succdo de massa de tal
maneira que o volume de controle possua apenas uma entrada (se¢do 1) e uma saida (se¢édo 2) e se
0 volume de controle for deformével apenas na superficie livre, a aplicacdo do teorema de Leibniz

em sua forma simplificada conduz ao seguinte resultado:
I a—AdX-l-UzAz—UlAl:O, (2)
x ot

em que A é a &rea da secdo transversal e u a velocidade média. Finalmente, com o teorema do valor

médio, obtém-se a equacdo da continuidade:

A LAy, 3
ot OX

A deducdo da equacéo 3 foi apresentada por Saint-Venant (1871, p.152).
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Conservacéao de quantidade de movimento

A segunda Lei de Newton para volumes de controle indeformaveis é:
- d = o
F= ajl pVAQ + i{j pVV.dS . (4)

Utilizando a distribuicdo de pressbes para escoamentos paralelos em canais de grande
declividade (Chow, 1959, p.32), as forcas nas se¢des 1 e 2 assumem as seguintes formas:

()

Fl= Alpgﬁl cosa,
F2 = A,pgh2 cos a.

Desprezando os efeitos da aceleracédo de Coriolis, a variacdo do coeficiente de Boussinesq ao

longo do canal e, com as mesmas hipoteses da equacédo 3, obtém-se:

O(uA) = 0 n
(;t )+&(BuAu+gAh005cx):gA(|o—|f)’ ©

em que B é o coeficiente de Boussinesg, g é a aceleracdo devida a gravidade, h é a distancia
vertical da superficie livre ao centro de gravidade da secéo transversal, o € o angulo entre o fundo
do canal e a horizontal, |, = -dz/dx (z=cota do fundo) e I é a declividade da linha de energia. O uso
das equagOes de Saint-Venant com If # 0 normalmente é realizado com equagdes de resisténcia

desenvolvidas para o regime permanente, como as equag0es de Darcy-Weisbach e Manning:

ulu| . 2
I =f ——— (Darcy-Weisbach) ou I =n
=T aR (Darcy. ) ou g

h

ujul

(Manning) (7)

Nestas equacOes f € o fator de resisténcia de Darcy-Weisbach, Ry, é o raio hidraulico (A/P, P =
perimetro molhado) e n é o coeficiente de rugosidade de Manning. As equacdes 3 e 6 sdo as
equacdes de Saint-Venant-1D, assim denominadas em homenagem a Adhémar Jean Claude Barré
de Saint-Venant (1797-1886), que deduziu a equacdo 3 e uma equacdo semelhante a equacao 6,
publicando-as em 1871. As deducdes destas equagdes podem ser encontradas em Chaudhry (1979,
2008) e Porto (2006).
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Aplicacéo a canais trapezoidais, retangulares e triangulares
Seja um trapézio isosceles com base menor b (largura de fundo), base maior B (largura de
topo), altura h (profundidade do escoamento) e co-tangente do angulo de suas laterais em relacdo a

horizontal igual a Z. Para esta forma, pode-se escrever as seguintes grandezas geometricas:

A=(b+Zh)h, 8)
P=b+2hv1+Z2, (9)
h=(h?/6)(3b+2Zh)/ A, (10)
B=b+2zh. (11)

Se Z = 0 as equagdes 8-11 sdo simplificadas e passam a representar secOes retangulares
(A=bh, P=b+2h, h=h/2 e B=b). Se b=0 (triangulo isésceles), A=Zh? P=2hv1+z2? , h=h/3 e B=2Zh.
As equacbes 3 e 6 envolvem o calculo de A, uA e a profundidade do centro de gravidade.

Conhecida a area é possivel calcular h sabendo-se que h=A/b para se¢des retangulares. Para secdes

trapezoidais ou triangulares a solucao do polindbmio resulta em:

2
_—b++b +4ZA (12)

2Z

h

Regimes de escoamento, condi¢des de contorno e iniciais

O sistema formado pelas equacdes 3 e 6 pode ser reescrito como uma Unica equacao vetorial:

Hy +F =S. (13)

em que H é denominado vetor das quantidades conservadas, F € o vetor fluxo e S é o vetor com 0s
termos fonte (ver LeVeque, 2002): H=[A,uA]", F=[uA,BuAu+gAhcosa]™, S=[0,0A(l, -1+ )]".

As equacOes de Saint-Venant compfem um sistema do tipo hiperbolico e as condicdes de
contorno devem ser consistentes com 0s sentidos das curvas caracteristicas, que podem ser
determinados conhecendo-se os sinais dos autovalores da matriz Jacobiana do vetor fluxo. O vetor

F pode ser escrito em termos das componentes de H, H, e H,, e de uma fungéo ¢(H;) = Ah:

F=[H,, BH3 /Hy +gcos ad(Hy)]" . (14)
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A matriz Jacobiana de F é:

O _ ° . (15)
oH; | ~B(Ha/Hy)? +gcosad(Hy)y, 2Ha /H |

Os autovalores de 15, LY e A® s&o determinados resolvendo o seu polindmio caracteristico:

22 —2(Hp I Hy)h+ B(Hp / Hy)® —gcos ap(Hy ), =0. (16)
Portanto:

A =u+ \/uz —Bu® +gcos ad(Hy )y, | 17)

A2 =u—\/u2—Bu2+gCOSOL(|)(Hl)H1 . (18)

Se os radicais dos autovalores forem positivos o sistema de equacdes € hiperbolico. O coeficiente
de Boussinesq depende da forma do perfil de velocidades, sendo funcdo da posicdo e do tempo para
0 caso mais geral. E usual assumir a simplificacdo p = 1, exceto em problemas especificos para os
quais B é determinado por meio de resultados experimentais ou simula¢gdes numericas. Assumindo

B =cosa =1 e, para uma se¢do retangular, obtém-se:

WD =u+ fgh,
u+.9g (19)
A2 =y —-4gh.

Combinando as equacfes 10 e 12, pode-se escrever:

O(Hy) = 8Z2) b(=b +/b? +4ZH; )% + (~b + /b2 + 4ZH;)3/3]. (20)
Derivando a equacéo anterior em relacéo a H,, o resultado obtido é:

¢(Hp)p, = (8Zy/b® +4ZH, ) '[4b(-b + {b® + 4ZH; ) + 2(-b +/b* + 4zH;)?] . Simplificando, obtém-se:

O(Hp)p, =Hi(Yb® +4ZH;)™ ou o(Hy)y, =Hp, (21)
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em que H, = A/B (altura hidraulica). Com este resultado e B=cosa=1, 0s autovalores definidos

pelas equacbes 17 e 18 assumem as formas conhecidas para as velocidades absolutas das ondas:

A —u+ \/ﬁ, (22)
A2 =u— JoH,, . (23)

Se o escoamento for supercritico os autovalores sdo positivos. Nesta situacdo as variaveis
conservadas devem ser impostas por meio de numeros ou fungdes na entrada, respeitando o fato das
caracteristicas possuirem inclinacfes positivas, 0 que corresponde ao transporte de informacoes
para o dominio. Se 0 escoamento supercritico ocorrer na saida, em x=L, a condi¢cdo de contorno
deve ser calculada com as varidveis H; e H, nas proximidades de L. Existem algumas op¢des, como
extrapolacdes e o0 uso das equacgdes caracteristicas. Se o escoamento for subcritico uma das
variaveis deve ser fixada e a outra calculada com valores provenientes do dominio, na vizinhanca
do contorno. A condi¢éo inicial pode variar em funcdo do problema. Uma alternativa é resolver a

equacdo diferencial ordinaria (EDO) deduzida das equagdes 3 e 6 para 0 regime permanente.

CONSERVAQAO DE MASSA APLICADA A UM RESERVATORIO
A equacdo 1 € valida para um volume de controle fixo e indeformavel. O teorema de Leibniz

escrito a seguir, possibilita o uso da equacdo 1 para volumes deforméaveis (Bird et al., 2006):

%ﬂ j o(x, )dQ = m %(de + j’:f Vs -ndS, (24)

Q(t) Q(t) S

em que @ é um tensor (p para conservacio da massa) e Vs = velocidade da superficie de controle.
O escoamento em um reservatorio como uma bacia de detencdo normalmente é modelado
escolhendo-se um volume de controle com superficies inferior e laterais coincidentes com o fundo
e paredes do reservatorio. A superficie de controle superior se desloca junto com a superficie livre e
é, por hipdtese, uniforme. Assume-se que o liquido é incompressivel e que ha N entradas e M
saidas, inicialmente arbitrarias em relacdo a geometria. Com essas consideracfes, a combinacao

das equacdes 1 e 24 resulta na seguinte equacao diferencial ordinéria:

Q{, (25)
1

N
dQ 10)
Pl

M
i=1 k=
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em que Q" é a vazdo na entrada i e Q,* é a vazdo na saida k. Q. normalmente é fixado por meio
de hidrogramas em problemas relacionados a bacias de detencdo. As vazdes Q. podem ser

representadas por equacdes derivadas da equacdo de Bernoulli com coeficientes de correcao.

METODOS NUMERICOS E CODIGOS DESENVOLVIDOS
Métodos numéricos para as EDPs

Foram utilizados os métodos de Lax-Friedrichs (1954) e de MacCormack (1969) para
elaboracédo dos codigos que resolvem as EDPs. O método de Lax-Friedrichs é de primeira ordem e
as vezes é chamado de esquema difusivo de Lax devido a sua caracteristica difusiva para malhas
ndo muito finas. O método de MacCormack é de segunda ordem e introduz oscila¢Ges indesejadas
quando hé& solucdes fracas. Tais oscilagdes foram controladas neste trabalho com o uso de uma

viscosidade artificial com a forma apresentada por Anderson (1995).

Método numérico empregado para solucéo da EDO

Foi utilizado o método explicito de Runge-Kutta de quinta ordem de Butcher (1964; 2003,
p.92), também apresentado em Chapra e Canale (2006, p.709), para resolver a equacdo 25. Trata-se
de um esquema numérico com seis estagios, condicdo que eleva o custo computacional de forma
consideravel em problemas que exigem a solucdo de sistemas de EDOs com muitas equagdes.
Quando se pretende resolver apenas uma equacdo, como a equacao 25, até mesmo computadores

com configuragcdes ndo muito sofisticadas sdo suficientes.

Outros métodos empregados (sub-rotinas)

Os codigos escritos neste trabalho funcionam em Matlab®, em Octave (com poucas
adaptaces) e podem ser facilmente modificados para outras linguagens. Todos podem ser
adquiridos gratuitamente em stoa.usp.br/hidraulica/files/. O método de Newton foi programado
para resolver a equacdo de Darcy-Weisbach ou Manning, fornecendo a profundidade do
escoamento uniforme. Os hidrogramas afluentes podem ser inseridos como uma matriz com vazdes
e 0s tempos. Para que essas informacOes sejam utilizadas durante as integracdes das equacdes
diferencias realiza-se interpolagcfes que produzem valores para todos os pontos da malha temporal.
As funcdes disponiveis nos softwares citados possibilitam a realizacao de interpolacGes lineares ou
clbicas com o polindbmio de Hermite, por exemplo. IntegracBes dos hidrogramas para obtencao de

volumes sdo realizadas com a regra do trapézio aplicada aos dados interpolados.
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APLICACOES
Problema 1 — Propagacéo de ondas de cheia em canais
(i) Hx(0,t) com um méaximo

Os codigos desenvolvidos para resolucdo das equacBes de Saint-Venant sdo validos para
canais trapezoidais e, portanto, podem ser estendidos aos canais com secOes retangulares e
triangulares. Nesta aplicacdo é simulada a passagem de um onda de cheia em um canal trapezoidal
com L = 3000 m (comprimento), I, = 0,0012, n = 0,02, b =5 me Z = 1,5. Na entrada os valores de
H, sdo calculados com extrapolacdo de ordem zero e os valores de H, sdo impostos por meio do
hidrograma da Tabela 1. Na saida, H; é calculado com extrapolacdo de ordem zero, em seguida,
calcula-se h(L,t) e u(L,t) com a equagdo de Manning. Feito isto, calcula-se Hy(L,t) = Hy(L,t)u(L,t).

As condigdes iniciais correspondem ao regime uniforme para a primeira vazao do hidrograma.

Tabela 1 — H,(0,t), Problema 1(i).

Ho[m%s] |10 | 12 | 18 | 30 50 36 25 18 10 10
t [s] 0 | 600 | 900 | 1800 | 2700 | 3600 | 4800 | 5400 | 6600 | 12000

A primeira simulacdo foi realizada com o método de Lax-Friedrichs, com uma malha espacial
com espagcamento AX = 6,6815 m, espacamento da malha temporal At = 1,0 e CFL = 0,9721
(Courant, Friedrichs e Lewy, 1967). O grafico da Figura la contém o hidrograma original
apresentado na Tabela 1 e o hidrograma obtido apds a interpolacdo com o método de Hermite. As
Figuras 1b-1d ilustram o comportamento de h, Q=uA e u em trés posicdes ao longo do canal. O
aspecto das relacdes obtidas é coerente com o esperado. Nota-se que ha atenuacdo dos valores
maximos para estas trés variaveis e o retorno ao escoamento uniforme para tempos maiores que 140
min, aproximadamente. A Figura 1d mostra que u(0,t) passa por um ponto de minimo antes de
retornar as condi¢des uniformes. Este resultado respeita a conservacdo e ocorre porque a vazao
decai mais rapido do que a area, que € retardada devido a resisténcia oferecida ao escoamento. A
Figura le contém a relagdo Q(h) para x=L/2, e a relacdo correspondente ao regime uniforme, obtida
com a equacdo de Manning. Devido a ascensdo e deplecdo da onda, ocorrem duas profundidades
para uma mesma vazao. Nesta relacdo ndo biunivoca em forma de lago a profundidade méxima néao
corresponde necessariamente a vazdo maxima. A Figura 1f mostra a distribuicdo de profundidades

no plano x-t e a estrutura das curvas caracteristicas.
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t [min] o (d) Q2,1 [m¥s] * (e) x [m] (f)
Figura 1 — Solugdes obtidas para o Problema 1 com o método de Lax-Friedrichs e o hidrograma da Tabela 1: (a)
Hidrogramas original e interpolado; (b, ¢, d) Profundidades, vazdes e velocidades em funcéo do tempo em trés secoes;
(e) Laco formado pela relagdo Q(h)=uA em x=L/2; (f) Distribui¢do de profundidades no plano espago-tempo

Comparacéao entre os resultados calculados com Lax-Friedrichs e MacCormack

Os valores maximos para cada posi¢do foram comparadas através dos desvios relativos, tendo
como referéncia o método de MacCormack. A Figura 2a ilustra a distribuicdo dos desvios relativos
calculados com a area (Err(H)=100*|Ac-Amcl/Ame, em que LF=Lax-Friedrichs e
MC=MacCormack). O valor méximo ocorreu em x = 6,68 m e é inferior a 0,11%. A Figura 2b
contém a distribuicdo dos desvios calculados com os valores de uA. Neste caso 0 maximo ocorreu
com valor inferior a 0,14%, em x = 2158 m. Os desvios calculados a partir das profundidades séo
apresentados na Figura 2c. Ao comparar 0s lacos em x=L/2, observou-se que os ndo ha grandes
diferengas entre os resultados obtidos com os métodos de primeira e segunda ordem para este

problema. A Figura 2d contém uma ampliagdo junto a posicdo de maximo e ilustra esta concluséo.

0.08

0.07

Err(H,) [%]
Err(Hz) [%]

0.06

0.05

0.04

500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000

(a) (b)
(Figura 2: Continua na pagina seguinte)
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Err(h) [%
h(L/2,t) [m]

0.03

0.02

0.01 : . c : : . . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 45 45.5 46 46.5 47

x{m] (c) Q2. [ms) (d)
Figura 2 — Comparacéo entre os resultados obtidos com os métodos de Lax-Friedrichs e MacCormack (valores
calculados com as envoltorias de maximos): (a) Desvios calculados com valores das areas; (b) Desvios calculados com as
vaz0es; (c) Desvios relativos para as profundidades e (d) comparacéo entre os lacos obtidos com os diferentes métodos.

(ii) Hy(0,t) com trés méaximos

Esta parte do Problema 1 utiliza dados semelhantes aos da parte (i), exceto pelo hidrograma
de entrada, que possui trés picos, como pode ser visto na Tabela 2 e Figura 3a. O objetivo deste
exemplo é ilustrar que um hidrograma de entrada como este resulta em uma relacdo Q(h) com trés
lacos, como apresentado na Figura 3b. Os resultados foram obtidos com o método de Lax-

Friedrichs e com uma malha e CFL iguais aos da parte (i).

Tabela 2 — Hy(0,t), Problema 1(ii).

H, 10 | 12 | 18 | 30 | 50 | 36 25 18 10 10 20 40
[m%s] | 30 | 20 15 10 | 12 20 30 25 15 10 10 -
sl 0 | 720 | 900 | 1500 | 2160 | 3000 | 3600 | 4200 | 4500 | 5400 | 6000 | 6600

7200 | 7800 | 8400 | 9000 | 9600 | 9900 | 10200 | 10500 | 10800 | 11100 | 12000 | -

50 T T 25
H,(0.t) - Interpolado

o HyON)-Tabela2 ||

7 [
%/\jxﬁm
yP A Ly

24 —=%-= Lago para x = L/2
Regime uniforme

h(L/2,t) [m]

0 5r0 1{)0 11;,0 200 10 1r5 21) er 3r0 3% 42) 4r5 50
t [min] (a) oww/2,t) [m3s] (b)
Figura 3 - Resultados referentes a parte (ii) do Problema 1:
(a) Hidrogramas original e interpolado e (b) trés lacos formados pela relagédo Q(h).

Problema 2 — Propagacéo de ondas em bacias de detencéo
Neste exemplo foram comparados os resultados obtidos com a solugédo das equacdes de Saint-
Venant e com a equacdo 25, ambas aplicadas a uma bacia de detencdo com caracteristicas

parecidas com as da Praca Charles Miller, situada em Sdo Paulo. O hidrograma afluente,
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apresentado por Canholi (1995), pode ser visto na Tabela 3 e Figura 4a. Considera-se que a bacia
possui paredes verticais e geometria retangular com L = 200 m, b = 61,25 m, area em planta A, =
12250 m% Como extravasores, a bacia possui um orificio junto ao fundo, representado de forma
simplificada pela equacéo 26, e um vertedor retangular (equacdo 27). Adicionalmente, considera-se

que os coeficientes de vazao sdo constantes, 0 que também é uma simplificagcdo para o problema.

Qo =CygoAo+/20h, , se hy <ay, (26)
Qo =0, se hy <a,,

em que Q, = vazdo escoada pelo orificio, Cy4, = 0,65 (coeficiente de vazao), A, = ba, (b, =1,0me

a, =0,5m) e h, € a altura desde a superficie livre até o centro de gravidade da area A,.

Qy =§ch@Lvh§’2 ,se h>P,

Q, =0 se h<P, (27)
v — Y%

em que Q, = vazdo escoada pelo vertedor, Cq4, = 0,728 (coeficiente de vazdo), L, = 2,0 m (largura

da soleira) e h, = h - P, sendo P a altura do vertedor, igual a 4,65 m.

Tabela 3 — H,(0,t), Problema 2.

H, 0.00 1.40 4.00 20.07 22.90 43.00 32.55 27.51 20.04
[m’s] | 12.69 11.14 8.65 6.78 5.62 3.96 2.48 1.71 1.16
t[s] 0.00 971.09 | 1199.25 | 1786.35 | 2086.60 | 2760.00 | 3420.06 | 3758.32 | 4209.82

4805.74 | 5043.19 | 5406.04 | 5781.63 | 6012.24 | 6604.44 | 7209.66 | 7807.80 | 8392.68
Fonte: Adaptado de Canholi (1995)

A solucdo do problema com as equacges de Saint-Venant foi obtida comn=0,02,Z=0¢el,=
0. A condicao de contorno na entrada da bacia de detencéo € imposta para H, (vazao) por meio do
hidrograma da Tabela 3 e extrapolada para H;, como no Problema 1. Na saida H; é extrapolado e
H, corresponde a soma das vazdes Q, e Q,. A condig¢do inicial é obtida com h(x,0) = 0,001 m, valor
necessario para evitar divisdes por zero, e H,(x,0)=0. Os espacamentos da malha empregados foram
Ax =1,005 me At =0,1216 s, valores que resultaram em CFL = 0,952 para este problema.

Os resultados obtidos com o método de Lax-Friedrichs podem ser vistos na Figura 4b-d.
Observou-se que as profundidades em x = 0, x = L/2 e x = L em fungdo do tempo coincidem
aproximadamente, exceto para t < 26 s, como destacado nas Figuras 4b e 4c. Percebe-se que 0s
resultados sdo fisicamente consistentes uma vez que a elevacdo de h tem inicio em se¢des mais a

montante. O valor maximo da profundidade na bacia foi max(h) = 6,252 m,em x=Leemt =

XIX Simpésio Brasileiro de Recursos Hidricos 1



4849,5 s (80,82 min). A vazdo efluente maxima, igual a 12,24 m%/s, ocorreu em t = 82,84 min (ver
Fig.4d). Ao integrar Q(0,t) e Q(L,t) foi possivel calcular o volume armazenado, tendo sido obtido
77205 m®. A superficie livre apresentou ondulagdes moderadas para os instantes inicias, tendo
permanecido aproximadamente horizontal durante as fases de subida e descida. Este

comportamento pode ser visto com a animagéo gerada com o codigo desenvolvido.

a0+ Hz(O,t) - Interpolado |
o HZ(O,I) - Tabela 3 6

t [min] (b)

0.6

0.5

0.4

= 0.3

0.2

0.1

R S o T B N T E
t [min] t [min]

Figura 4 — Resultados obtidos para o Problema 2 com as equac6es de Saint-Venant e 0 método de Lax-Friedrichs: (a)
Hidrogramas (original e interpolado); (b) Profundidades em funcéo do tempo em trés posicdes; (c) Detalhe extraido da
Figura 4b; (d) Vazbes afluente e efluente & bacia de deteng&o.

Comparacéao entre os resultados obtidos com Lax-Friedrichs e MacCormack

Os resultados obtidos com o método de MacCormack foram comparados aos obtidos com o
esquema de Lax-Friedrichs utilizando a mesma malha computacional. A profundidade méxima
resultou igual a 6,264 m (Err[max(h)] = 0,19%), tendo ocorrido em t = 80,52 min. A vazéo efluente
méxima ocorreu em t = 80,52 min, com valor igual a 12,34 m®s (Err[max(Q)]=0,81%). O volume
calculado com MacCormack foi um pouco menor, igual a 77032 m®, com desvio relativo igual a
0,22%. Percebe-se que os resultados obtidos com o método de segunda ordem foram muito

préximos daqueles obtido com o método de Lax-Friedrichs para a malha empregada.

Comparacdo entre resultados obtidos com as equacdes de Saint-Venant e a Equacéo 25
A equacdo 25 foi resolvida com o método de Runge-Kutta e os resultados obtidos foram

comparados com aqueles apresentados anteriormente. A Figura 5a contém a variagdo da

XIX Simpésio Brasileiro de Recursos Hidricos 12



profundidade ao longo do tempo para posicao final da bacia de dissipagdo. Como pode ser visto por
meio do detalhe apresentado na Figura 5b, a solucdo da EDO faz com que a profundidade cresca
desde os primeiros instantes. Isto ndo ocorre com a solucdo obtida para Saint-Venant devido ao
tempo necessario para que a onda alcance a se¢do final da bacia de detencdo. A partir de t = 26,79
min os desvios relativos (em relacdo a Runge-Kutta) resultaram inferiores a 1%. A solugéo da EDO
forneceu max(h) = 6,275 m e um volume maximo igual a 76864 m®. As vazdes efluentes em fungéo
do tempo podem ser vistas nas Figuras 5c e 5d. O valor maximo obtido com o método de Runge-
Kutta foi 12,43 m*/s e em t = 59,11 min ocorreu o desvio méaximo igual a 4%. Finalmente,
menciona-se que os resultados sdo proximos daqueles previstos pela metodologia de Porto (2002),

que corresponde a solugdes da equacdo 25 reescrita com variaveis adimensionais.

0.9F| =" RK5
6 ] Saint-Venant (LF)

i === RK5 7 0.11 L
SaintVemant (LF) | | | e

0 20 0 60 80 100 120 140 0 5 10 15 20 25 0
t [min] (a) t [min] (b)

14 12.8

126

12.4

12.2

12

Q[m%s]

118

11.6

11.4 }
2 === RK5 1 H === RK5
Saint-Venant (LF) 11.2F¢ Saint-Venant (LF) | |

0 20 46 6’0 Bb 160 léO 140 (C) 7’5 8’0 8:5 Qb (d )
t[s] t[s]
Figura 5 — Comparac&o entre os resultados obtidos com a EDO e com as EDPs: (a) Variacdo da profundidade com o
tempo para a saida da bacia de detencéo; (b) Detalhe da Figura 5a; (c) Vazéo em fungdo do tempo obtida para a se¢éo
final; (d) Detalhe da Figura 5c. RK5=Runge-Kutta de quinta ordem e LF=Lax-Friedrichs.

Problema 3 — Problemas com solugdes descontinuas
(i) Ruptura de barragem

De modo geral, a forma como ocorre a ruptura de uma barragem depende do material que
compdem a sua estrutura, da forma da barragem e da causa da falha. Barragens de terra, por
exemplo, rompem em um tempo relativamente lento e de forma progressiva em relacdo a barragens
de concreto, como aquelas em forma de arco, por exemplo. Durante o rompimento gradual ha a

evolucdo de uma abertura que permite a passagem da &gua para jusante. O rompimento de grandes
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porcOes de material em poucos instantes é chamado de instantdneo e tem como conseqiéncia a
formacgéo de uma onda de choque que viaja para jusante e uma onda de rarefacdo que se propaga
para montante, i.e., no sentido do reservatdrio. Algumas referéncias sobre o tema sdo os textos de
Fread (1977), Vischer e Hager (1998) e Uemura (2009).

Este exemplo de aplicacdo resolve o rompimento instantdneo com as equagbes de Saint-
Venant. Considera-se que a barragem é extraida do dominio computacional em t=At. Os dados
utilizados para a simulacdo foram: b =90 m, Z =0,2, hy =200 m, ho =10 m, L; = 2000 m, L, =
4000 m, I, = 0, n=f=0. Nestas defini¢bes, h; e hy sdo as alturas desde o fundo do canal até a
superficie livre do nivel estatico a montante e a jusante da barragem, respectivamente; L; e Ly sdo
0s comprimentos dos trechos a montante e a jusante da barragem, respectivamente. As condicdes
de contorno utilizadas na saida sdo do tipo “absorventes”, representadas por extrapola¢des de
ordem zero. Com isto espera-se que as ondas atravessem o contorno sem que ocorram reflexdes,
representando assim uma sec¢do transversal do trecho do canal a jusante da barragem, em x=L. O
contorno a montante da barragem corresponde a uma parede, ou seja, UA(0,t) = 0 e A é extrapolado,
assim como no contorno de jusante por H;(0,t)=H;(Ax,t-1). A condicdo inicial é: A(x,0) = A(h,) se
0=<x=<L4, A(X,0) = A(hg) se Li<x=(L=L;+Ly) e uA(x,0) =0, Vx.

Os resultados obtidos para este problema podem ser representados de diferentes formas. A
Figura 6 contém uma sequiéncia de graficos que ilustra a evolucéo da superficie livre. Observa-se a
formacgédo de uma descontinuidade e de uma onda negativa. Em funcdo das dimensfes adotadas,
nota-se que a velocidade da descontinuidade é elevada, proxima de 49 m/s. Empregando a solucao
analitica de Stoker (1956), valida para um canal retangular, obtém-se 46,78 m/s. Os valores
méaximos de B e das vazdes ao longo do trecho simulado sdo apresentados nas Figuras 7a e 7b. Para
x<L; os valores maximos de B correspondem aos valores iniciais uma vez que o reservatorio é
esvaziado. Para x>L,, entretanto, esta largura assume valores maiores que B(x,0)=94 m devido a
passagem da onda. Os maximos obtidos para H,, como pode ser visto na Figura 7b, sdo
extremamente elevados, porém compativeis com as dimensdes caracteristicas do problema. A

ultima imagem ilustra a estrutura da solucdo para h nos primeiros instantes.

t=0]s] t=9.0009 [s] t=18.0018 [s]

200 200 200

150 150 150

hm]
h[m]
hm]

50 50 50

0 2000 4000 6000 0 2000 4000 6000 0 2000 4000 6000
x[ml x [m] x[m]

Figura 6: continua na proxima pagina.
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t=27.0027 [s] t=36.0036 [s] 1=45.0045 [s]

200 200 200
150 150 150
E E E
= 100 = 100 = 100
50 50 50
0 0 0
0 2000 4000 6000 0 2000 4000 6000 0 2000 4000 6000
x[m] x[m] x[m]
t=54.0054 [s] t=63.0063 [s] t=72.0072 [s]
200 200 200
150 150 150
E E E
= 100 = 100 =100
50 50 50
0 0 0
0 2000 4000 6000 0 2000 4000 6000 0 2000 4000 6000
x[m] x [m] x[m]
t=90.009 [s] t=135.0135[s] t=900 [s]
200 200 200
150 150 150
E E E
= 100—X = 100 = 100
50 50 50
0 0 0
0 2000 4000 6000 0 2000 4000 6000 0 2000 4000 6000
x[m] x[m] x[m]

Figura 6 — Evolucao da superficie livre para o Problema 3 (ruptura de barragem): Método de Lax-Friedrichs, Ax = 6,006
m; At = 0,09 s; max(CFL) = 0,9887; instante final = 900 s.
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q (a) xim) (b) xm (c)

Figura 7 — Maximos ao longo de x e solugdo no plano x-t: (a) Largura de topo, B; (b) vazdes e (c) solucdo no plano
espaco-tempo para as profundidades e t entre 0 e 53,9 s.

Comparacéao entre os resultados obtidos com Lax-Friedrichs e MacCormack

Foram obtidos resultados com o método de MacCormack e Lax-Friedrichs para uma malha
com Ax = 6,006 m; CFL = 0,97, At = 0,0736 s (MacCormack), At = 0,0883 s (Lax-Friedrichs). Os
demais dados sdo 0s mesmos ja apresentados para este problema, exceto pelo tempo total, igual a
530 s. O uso da viscosidade artificial foi necessario para reduzir oscilagfes espurias. O fator de
ponderacdo empregado foi igual a 0,3 (ver Anderson, 1995). As vazdes méximas obtidas com
ambos 0s métodos sdo apresentadas na Figura 8a. Nota-se que 0s maiores desvios ocorreram a

partir de x = 3832 m. Os valores maximos de h, apresentados na Figura 8b, apresentaram diferencas
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maiores em x = 2000 m, como ilustrado pelo detalhe da Figura 8c. Os desvios maximos ocorreram
nesta posicdo, como pode ser visto na Figura 8d. As diferencas observadas se devem a ocorréncia

de dispersdes e difusdes numeéricas originadas na descontinuidade.

10
35 g 200

25) 160

max(HZ) [m3/s]

1-f 100

80

: : : c : 60 : : : : .
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

xim) (@) x ] (b)

20

104

103 1 15
102
101 f 10

100

max(h) [m]
Err(h) [%]

99t j 5

98 E
o7 R 0

96

1900 1950 2000 2050 2100 2150 2200 -50 1000 2000 3000 4000 5000 6000

X m] (©) x [m] (d)
Figura 8 — Comparacdes entre Lax-Friedrichs e MacCormack: (a) Valores maximos obtidos para a vazao; (b)
Profundidades méaximas; (c) Detalhe da Figura 8c; (d) Desvios calculados com as profundidades.

(i1) Formag&o de um ressalto hidraulico

As hipdteses atreladas as equacBGes de Saint-Venant ndo permitem que ela represente
adequadamente o ressalto hidraulico. Entretanto, assim como no problema de ruptura de barragens,
ela possui solugdes, no sentido fraco, que indicam a ocorréncia do ressalto por meio de uma
descontinuidade entre os escoamentos supercritico e subcritico. Neste exemplo foi utilizado um
canal triangular (b = 0) horizontal com L=10 m e Z=2. Adotou-se f=0,04 e t=200 s. A condic¢ao
inicial do problema é H;(x,0)=0,02 m? (h(x,0)=0,10 m) e H,(x,0)=0,05 m*/s. Na entrada do canal
impde-se os valores H;(0,t)=0,02 m? e H,(0,t)=0,05 m*/s, uma vez que o escoamento é supercritico,
com numero de Froude igual a 3,57. A condi¢do de contorno na saida depende dos sinais dos
autovalores (eq. 22 e 23). Se o escoamento for supercritico o cddigo escolhe a opcao de extrapolar
as variaveis H; e H,. Se o segundo autovalor for negativo ha duas opc¢des: (a) extrapolar H, e fixar
H, ou (b) extrapolar a H; e fixar H, = 0,05 m*/s, como adotado neste exemplo.

Os resultados obtidos podem ser vistos na Figura 9, que ilustra a evolucdo de h(xt). A

profundidade uniforme inicial foi rapidamente substituida por uma curva H3 (ver Chow, 1959;
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Porto, 2006), que é a forma esperada para o perfil da superficie livre. Entretanto, devido a
resisténcia imposta ao escoamento, tal perfil ndo pode persistir sobre a distancia considerada,
estabelecendo-se um choque. Quando o ressalto surge como solucdo do problema o sinal de 1?
passa a ser negativo e as condi¢des de contorno sdo alteradas pelo codigo. Nota-se que no instante

final ha, além da curva H3, uma curva H2 a jusante da descontinuidade.
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Figura 9 — Ressalto hidraulico calculado com o método de Lax-Friedrichs.
Dados: Ax = 0,0056 m, At =0,0017 s, CFL = 0,96, h, = 0,1667 m (altura critica).

CONCLUSOES

O proposito deste artigo foi apresentar e discutir problemas hiperbdlicos relacionados a
hidraulica e mecanica dos fluidos. Foram apresentadas as equagdes de Saint-Venant escritas na
forma conservativa, assim como aspectos sobre a aplicacdo destas equacOes a geometrias
trapezoidais, retangulares e triangulares, incluindo a determinacdo dos autovalores da matriz
Jacobiana do vetor fluxo. Também foi apresentada a equacdo diferencial ordinaria de conservacao
de massa que normalmente € utilizada em projetos de bacias de detencao.

Os codigos escritos para este trabalho resolvem o sistema de EDPs com os métodos de Lax-
Friedrichs e MacCormack. Adotou-se a seguinte divisdo para os problemas estudados: 1) Problemas

com solucdes suaves e 2) Problemas com solugdes descontinuas. O primeiro problema, relativo a

XIX Simpésio Brasileiro de Recursos Hidricos 17



propagacdo de uma onda de cheia em um canal, foi resolvido tendo sido obtidos resultados
fisicamente consistentes, como a atenuacao dos picos das variaveis ao longo do canal e a formacéo
de uma relacdo ndo biunivoca entre vazdo e profundidade. No mesmo problema foi testado um
hidrograma afluente com trés méaximos, tendo sido obtidos os trés lacos esperados. Os resultados
calculados com os métodos de Lax-Friedrichs e MacCormack apresentaram desvios inferiores a
0,20%. O Problema 2 incluiu a EDO 25, resolvida com o método de Runge-Kutta de quinta ordem.
Ao comparar o0s resultados com aqueles obtidos com o sistema hiperbélico, concluiu-se que 0s
valores caracteristicos (profundidade maxima, vazdo efluente maxima, etc.) sdo proximos. As
diferencas observadas entre as profundidades em trés posi¢Ges ao longo da bacia sdo consistentes,
pois correspondem a propagacao da onda em seu interior. Ainda sobre esta aplica¢do, a comparacao
entre os métodos de primeira e segunda ordens indicou desvios relativos inferiores a 1%.

O Problema 3 faz parte do grupo com solu¢bes descontinuas. Simulou-se a ruptura
instantanea de uma barragem de grandes dimensdes em um canal trapeziforme. A estrutura obtida
para a solucdo é a esperada, prevista analiticamente para um canal retangular. O desvio maximo
obtido com ambos 0s esquemas numeéricos ocorreu na posicao da descontinuidade. O Problema 4,
também pertencente ao grupo com solugdes descontinuas, ilustrou a formagdo “natural” de um
ressalto hidraulico em um canal triangular, ou seja, a formacdo sem a imposicdo de uma
profundidade subcritica a jusante, mas sim por meio da ocorréncia da descontinuidade a partir de
um perfil H3. Com o cddigo proposto para este problema foi possivel demonstrar a imposicao
adequada das condicBes de contorno em funcdo dos sinais dos autovalores calculados nos
contornos. Observou-se a formacdo de curvas H3 e H2 antes e depois da descontinuidade, como

previsto pela EDO deduzida a partir das equacdes de Saint-Venant para o regime permanente.
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